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SADRZAJ



Uvod

Tako je matematika u potpunosti apstraktna nauka, njen razvoj je velikim de-
lom uslovljen njenim primenama. Na primer, u doba industrijske revolucije i
pojave brojnih mehanickih masina doslo je do velikog procvata matematicke
analize, jer je ona bila u stanju da reSava optimizacione probleme koji su se
javljali pri radu sa takvim masinama. S obzirom da su masine tada bile konti-
nualnog dejstva, nije bilo velike potrebe za resavanjem optimizacionih problema
na kona¢nim skupovima i takvi problemi su tretirani kao rekreativna mate-
matika. Situacija se menja sa pojavom racunara sredinom proslog veka, koji
stvaraju mogucnost efektivnog resavanja mnogih optimizacionih problema na
velikim kona¢nim skupovima. Takva moguénost nameée potrebu za boljim
upoznavanjem matematickih struktura definisanih nad kona¢nim ili prebro-
jivim skupovima i dovodi do naglog razvitka diskretne matematike u posled-
njih pedesetak godina. Stavie, svi matemati¢ki problemi u racunarskim
naukama pripadaju diskretnoj matematici, pa je zbog toga diskretna matem-
atika obavezan predmet na rac¢unarskim fakultetima Sirom sveta.

Namena zbirke je da prati program predmeta “Diskretna matematika” na
Prirodno-matematickom fakultetu u Nisu. Neke oblasti diskretne matematike,
kao Sto su matematicka logika, algebra i (diskretna) verovatnoca, proucavaju
se u okviru posebnih predmeta na ovom fakultetu. Zbog toga se prvi autor,
koji i predaje ovaj predmet, koncentrisao samo na dve vazne oblasti diskretne
matematike: kombinatoriku i teoriju grafova. Inace, postoje i drugi vazni delovi
diskretne matematike (npr. teorija kodova), ali oni nisu usli u nastavni program
zbog nedostatka vremena.

Zbirka sadrzi 253 zadatka, svaki sa viSe ili manje iscrpnim resenjem. Zadaci
su rasporedjeni u tri glave: prebrojavanje sa stilom, funkcije generatrise i teorija
grafova, dok su reSenja svih zadataka data u cetvrtoj glavi. U svakoj glavi
zadaci su dalje rasporedjeni u odeljke, a na pocetku svakog odeljka nalazi se
kratak teorijski uvod, koji ¢ine definicije i neke poznate teoreme, iznete bez
dokaza. Unutar odeljaka, zadaci su rasporedjeni po tezini. Laksi zadaci, za Cije
reSavanje je dovoljna direktna upotreba definicija i rezultata iznetih u teorijskom
uvodu, oznac¢eni su sa —. Zadaci uobi¢ajene tezine (a ponekad i malo tezi od
njih) dati su bez oznake, dok su teski zadaci, za ¢ije reSavanje je potrebno vise
muckanja glavom, oznaceni sa T.

S obzirom da su svi autori bivsi, vise ili manje uspesni, takmicari, delovi
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zbirke prilagodjeni su koris¢enju u pripremama za matematicka takmicenja sred-
njih skola. Talentovanim ucenicima su narocito dostupni cela prva glava, a za-
tim odeljci 2.2, 2.3, 2.4, 3.1, 3.3 i 3.4. Naravno, takmicari mogu da imaju samo
koristi ako budu pokusali da reSavaju zadatke i iz ostalih odeljaka.

Pored ovoga, zbirka sadrzi i posebnu petu glavu, koja sadrzi skoro sve za-
datke iz teorije grafova koji su se poslednjih godina pojavljivali na domacim i
medjunarodnim matematickim takmicenjima.

Autori su zahvalni na pomoéi Sanji Stevanovi¢, koja je nacrtala najveéi deo
ilustracija u zbirci, kao i Marku Petkovi¢u, studentu Prirodno-matematickog
fakulteta u Nisu, ¢ijih je desetak reSenja naslo mesto u ovoj zbirci. Veliku
zahvalnost dugujemo i recenzentima na pazljivom ¢itanju rukopisa i brojnim
sugestijama. Nijedna knjiga nije bez gresaka, pa tako sigurno nije ni ova. Sve
greSke u ovoj zbirci su iskljuc¢ivo zasluga autora.

U Nisu, aprila 2004. Autori



Glava 1

Prebrojavanje sa stilom

1.1 Principi prebrojavanja

Matematicka definicija prebrojavanja. Neka je N skup prirodnih brojeva. Za
proizvoljan prirodni broj n € N, neka je N,, = {1,2,3,...,n}. Ako je X
proizvoljan konacan skup, tada se pod prebrojavanjem skupa X podrazumeva
konstruisanje bijektivne funkcije f, koja za neko ng € N preslikava N, u X.
Broj ng zovemo brojem elemenata skupa X i ozna¢avamo sa | X|.

Princip jednakosti. Ako za dva konacna skupa A i B postoji bijekcija f: A —
B, tada je |A| = |B].

Princip zbira. Ako su A i B neprazni i disjunktni konaéni skupovi (ANB = ),
tada je |AU B| = |A| + |B|.

Princip proizvoda. Neka su X i Y konaé¢ni neprazni skupovi, i neka je S pod-
skup X x Y. Neka je r,(S) = |SN{(z,y): y € Y}, ac,(S) =[SN{(x,y): x €
X}|. Tada vazi:

(i) S| = ZajeX r2(S) = Zyey Cy(S)~

(ii) Ako je ry(S) =1 za svako z i ¢, (S) = ¢ za svako y, tada je r|X| = |V
(iii) | X xY|=|X]|-|Y].
Dirihleov princip, I. Ako je m loptica smesteno u n kutija i m > n, tada se
bar u jednoj kutiji nalaze bar dve loptice.

Dirihleov princip, II. Ako je m loptica smeSteno u n kutija i m > nr, tada se
bar u jednoj kutiji nalazi bar r + 1 loptica.

Prebrojavanje sa stilom. Prebrojavanje kona¢nih skupova uz koris¢enje ovih
i drugih kombinatornih principa smatramo (neformalno) prebrojavanjem sa
stilom.
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Zadaci

1.

10.

Predavanju prisustvuje 26 studenata. Svaki mladié¢ poznaje ta¢no 8 de-
vojaka na predavanju, a svaka devojka poznaje tac¢no 5 mladi¢a. Koliko
devojaka ima na predavanju?

. a) Dato je nekoliko podskupova skupa {1,2,...,8}, tako da svaki od njih

ima Cetiri elementa i da se svaki element skupa {1,2,...,8} nalazi u ta¢no
tri od datih podskupova. Koliko ima podskupova? Naéi bar jednu familiju
podskupova sa takvim osobinama.

b) Da li je moguée naéi familiju podskupova skupa {1,2,...,8} tako
da svaki od njih ima tacno tri elementa i da se svaki element skupa
{1,2,...,8} nalazi u ta¢no pet podskupova?

Koliko razlic¢itih delilaca ima broj 600007

Neka je S = {1,2,...,n}. Odrediti broj svih funkcija f: S — S koje
nemaju fiksnu tacku.

a) Za prirodan broj n i prost broj p, neka je

o= ]+ 5+ (5= S [5)

Dokazati da je jin,p najveci stepen broja p kojidelin! =1-2-3-...-n.

b) T Neka je reprezentacija broja n u binarnom sistemu
n=2%42%4... 42

gde je e; > eg > -+ > e, > 0. Dokazati da je n! deljivo sa 2", ali ne i
sa 2n—rHlL

~ Slepi ¢ovek ima hrpu od 10 sivih i 10 crnih ¢arapa. Koliko ¢arapa treba
da izabere da bi bio siguran da ima par iste boje? Koliko njih treba da
izabere da bi bio siguran da ima par sive boje?

Neka je X skup od m osoba. Dokazati da postoje bar dve osobe iz X
koje imaju isti broj poznanika u X. (Pretpostavlja se da je poznanstvo
simetri¢na relacija.)

Celobrojna tacka u trodimenzionalnom prostoru je tacka Cije su sve ko-
ordinate celi brojevi. Ako je dato devet celobrojnih tacaka, dokazati da
postoji bar jedan par tih tacaka tako da je srediste duzi koja ih spaja
takodje celobrojna tacka.

~ Dokazati da u proizvoljnom skupu od n + 1 prirodnih brojeva postoje
dva cija je razlika deljiva sa n.

Dokazati da za svako n € N postoji broj oblika 11...100...0 koji je deljiv
sa n.
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11. Dokazati da postoji n € N, tako da se decimalni zapis broja 3" zavrSava
sa 0001.

12. T Dokazati da se medju n + 1 razli¢itih prirodnih brojeva manjih od 2n
mogu nadi tri broja tako da jedan od njih bude jednak zbiru ostala dva.

13. ~ Dokazati da medju n+1 razli¢itih elemenata skupa {1, 2, ..., 2n} postoje
dva koja su uzajamno prosta.

14. a) Dokazati da u svakom podskupu sa n+1 elemenata skupa {1,2,...,2n}
postoje dva razli¢ita broja tako da jedan od njih deli drugi;

Uputstvo. Neka je X podskup sa n + 1 elemenata, a Y skup svih neparnih brojeva
{1,3,...,2n — 1}. Definisati funkciju f: X — Y pomocu

f(x) = najveéi neparan prirodan broj koji deli =
i uociti da f nije injektivno preslikavanje. ..

b) Dokazati da postoji podskup sa n elemenata skupa {1,2,...,2n} tako
da nijedan od njegovih elemenata ne deli neki drugi element.

15. Neka je dato n celih brojeva ai, ag, ..., a,, koji ne moraju da budu
razli¢iti. Dokazati da postoji skup uzastopnih brojeva ag, agy1, ..., o
Ciji je zbir ag + agy1 + - - - + a; deljiv sa n.

16. Golf igra¢ ima d dana da se pripremi za turnir i mora da vezba igrajuci
bar jednu partiju dnevno. Kako bi izbegao prezasi¢enost, igra¢ ne bi smeo
da odigra viSe od m partija ukupno. Ako za r vazi 1 <r < 2d —m — 1,
dokazati da postoji niz uzastopnih dana u toku kojih je igrac¢ odigrao ta¢no
r partija.

17. T a) Neka je x1, x2, ..., x, niz razlicitih celih brojeva. Za svako i,

i =1,2,...,r, neka m; oznacava duzinu najduzeg rastuéeg podniza koji
pocinje sa x; i neka n; oznacava duzinu najduzeg opadajucéeg podniza koji
pocinje sa x;. Dokazati da je funkcija f, koja broju ¢, ¢ = 1,2,...,r,
dodeljuje par (m;,n;), injektivna funkcija.
b) U proizvoljnom nizu a1, as, . .., Gmn+1 razlicitih mn+1 realnih brojeva,
ili postoji rastudi podniz a;, < a;, < --- < a;, ., (i1 <iz < <ipq1),ili
postoji opadajuéi podniz a;, > aj, > --- > aj.., (j1 <j2 < - < Jnt1),
ili postoje oba.

1.2 Uredjeni izbori elemenata

Uredjeni izbori sa ponavljanjem. Neka je N skup sa n elemenata, n > 0, a M
skup sa m elemenata, m > 1. Broj svih preslikavanja f: N — M jednak je m™.

Karakteristicna funkcija i broj podskupova. Neka je N skup sa n elemenata,
n > 0, a M njegov podskup. Podskup M se opisuje karakteristicnom funkcijom
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xam: N — {0,1}, tako da je

0, igM

XM(i){ 1, ieM

Broj svih podskupova skupa N jednak je 2.

Uredjeni izbori bez ponavljanja.

1 Neka je N skup sa n elemenata, n > 0, a

M skup sa m elemenata, m > 0. Broj svih injektivnih preslikavanja f: N — M

n—1

jednak jem(m —1)-----(m—n+1)=[[;_, (m —1).

Faktorijel. Ako je n € N, tada se proizvod 1-2-...-n krace oznac¢ava kao n! i
¢ita n faktorijel. Po dogovoru je 0! = 1.

Zadaci

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

~ U radnji postoji k razlicitih vrsta razglednica, koje treba poslati pri-
jateljima, kojih ima n.

a) Na koliko na¢ina je moguée svakom prijatelju poslati tacno jednu raz-
glednicu?

b) Koliko ima nacina ako svakom prijatelju treba poslati razli¢itu razgled-
nicu?

¢) Od svake vrste razglednica je kupljena ta¢no po jedna. Na koliko na¢ina
je moguée poslati razglednice prijateljima (prijatelj moze dobiti bilo koji
broj razglednica, ukljucujuéi i 0)?

Koliko ima Sestocifrenih brojeva u kojima su bar dve cifre iste?

Da li medju brojevima 1,2,...,9999999 ima vise onih koji sadrze cifru 5
u decimalnom zapisu ili onih koji je ne sadrze?

* Odrediti broj uredjenih parova (A, B), gde je AC B C {1,2,...,n}.

Koliko se binarnih relacija moze definisati na skupu sa n elemenata? Ko-
liko postoji: a) refleksivnih, b) simetri¢nih, c) refleksivnih i simetriénih
relacija?

a) Koliko ima n x n matrica ¢iji elementi pripadaju skupu {0, 1,...,¢—1}7

b) T* Neka je ¢ prost broj. Koliko ima matrica iz a) €ija determinanta
nije deljiva sa ¢?7 (Drugim rec¢ima, koliko ima nesingularnih matrica nad
konacnim poljem sa ¢ elemenata?)

~ Komitet od devet c¢lanova treba da izabere predsednika, sekretara i
blagajnika. Koliko moguéih izbora postoji?

1Pored termina uredjeni izbori, u literaturi se Gesto sreéu i izrazi varijacije sa ponavljanjem
i varijacije bez ponavljanja.
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25. U odeljenju ima m devojcica i n decaka.
a) ~ Na koliko nac¢ina se ucenici mogu poredjati u vrstu?
b) Na koliko na¢ina se ucenici mogu poredjati u vrstu tako da su sve

devojcice zajedno?

26. Na koliko nac¢ina se mogu izabrati jedno crno i jedno belo polje na sahov-
skoj tabli tako da se ona ne nalaze u istoj vrsti ili istoj koloni?

27. Koliko ima m X n matrica, m,n € N, sa elementima +1 i —1, takvih da
je proizvod elemenata u svakoj vrsti i svakoj koloni jednak:
a) +1;
b) —17

1.3 Permutacije

Permutacije. Permutacija o skupa X sa n elemenata, n > 0, je bijektivno
preslikavanje a: X — X. Broj permutacija skupa X jednak je n!.

Standardni zapis permutacije. Permutacija o skupa X = {x1,za,...,2,} stan-
dardno se zapisuje na sledeé¢i nacin:

()

Cliklusni zapis permutacije. Permutacija a skupa X = {1, s, ..., z,} zapisuje
se pomocu ciklusa na sledeé¢i nacin:

i) Ako je X prazan skup, ciklusni zapis je prazna rec.

ii) Izabere se proizvoljni element z € X i odredi najmanji prirodni broj r
tako da je a”(z) = x. Ciklusni zapis permutacije « se sastoji od ciklusa
(z,a(x),a?(x),...,a" " (z)) i ciklusnog zapisa za restrikciju permutacije
a na skup X \ {z,a(z),a?(z),...,a" (z)}.

Uobicajeno je da se ciklusi duzine 1 ne navode u ciklusnoj notaciji.

Red permutacije. Za permutaciju p: X +— X neka p* oznacava permutaciju
dobijenu k-tostrukom kompozicijom p, tj. p* = p i pF = popF~'. Pod redom
permutacije p podrazumeva se najmanji prirodan broj k tako da je pF = id, gde
id oznacava identicku permutaciju (koja svaki element slika u samog sebe).

Zadaci

28. Na koliko nacina se moze postaviti osam topova na Sahovsku tablu tako
da se oni medjusobno ne napadaju?
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29. Ako je n > 2, koliko ima permutacija skupa {1,2,...,n} u kojima su
brojevi 1 i 2 susedni?

30. Ako je n > 2, koliko ima permutacija skupa {1,2,...,n} u kojima broj 2
stoji (ne obavezno odmah) iza broja 17

31. Ako je n > k + 2, koliko ima permutacija skupa {1,2,...,n} u kojima
izmedju brojeva 1 i 2 stoji ta¢no k drugih brojeva?

32. Kruzna permutacija je raspored razlicitih objekata na kruznici (ili za
okruglim stolom). Naéi broj kruznih permutacija n razlicitih objekata.

33. Upravni odbor od n ¢lanova ima predsednika i dva potpredsednika. Na ko-
liko na¢ina se oni mogu smestiti za okrugli sto tako da oba potpredsednika
sede pored predsednika?

34. Nadi broj nacina da se n devojaka i n mladi¢a smesti za okrugli sto tako
da izmedju svake dve devojke sedi neki mladié.

_ . . .. 123456789
35. ~ Napisati ciklusni zapis za permutaciju <3 5784612 9>.

_ " .. 123456789
36. ~ Odrediti red permutacije <2 3154789 6)'

37. Preferans $pil od 32 karte je podeljen u dva jednaka dela i promesan prepli-
tanjem, tako da ako je originalni poredak karata bio 1,2,3,4,..., novi
poredak je 1,17,2,18,... . Koliko puta treba primeniti ovakvo mesSanje
da bi se §pil vratio u originalni poredak?

38. Koliko permutacija skupa {1,2,...,n} ima samo jedan ciklus?

1.4 Neuredjeni izbori elemenata

Binomni koeficijenti. Neka su n i k nenegativni celi brojevi. Binomni koefici-
jent () je funkcija promenljivih n i k data pomoéu

(n) =1 (n—k+1) Hi-“_ol(fz—i).

k

Za k = 0 definiSe se (g) =1,azak <0ik>n definise se (Z) =0.

Neuredjeni izbori bez ponavljanja. Neka je X konacan skup, a k nenegativan
ceo broj. Broj k-toclanih podskupova skupa X jednak je (l)k(l).

2

Neuredjeni izbori sa ponavljanjem. Svakom neuredjenom izboru k eleme-

nata sa ponavljanjem skupa X = {a1,as, ..., a,} odgovara n-torka celih brojeva

2Pored termina neuredjeni izbori, u literaturi se ¢esto sreéu i izrazi kombinacije bez ponav-
ljanja i kombinacije sa ponavljanjem.
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($1,82,--+,8n), 8i > 0,i=1,2,...,n, takvih da je s; + s2 + - - - + s, = k. Broj
ovakvih izbora jednak je (":Ezl)

Kompozicije prirodnih brojeva. Svakom neuredjenom izboru k elemenata sa
ponavljanjem skupa X = {aj,as,...,a,}, tako da je svaki element izabran bar
jednom, odgovara n-torka celih brojeva (si,$2,...,8,), $; > 1,4 =1,2,...,n,
takvih da je s;1 + so + --- + s, = k. Ovakva n-torka celih brojeva se naziva

kompozicija broja k na n delova, a broj ovakvih kompozicija jednak je (:j)

Permutacije sa ponavljanjem. Neka je X skup sa n elemenata, a Y =

{y1,¥2,...,ym} skup sa m elemenata. Permutacija sa ponavljanjem tipa
(k1,ka, ... km), k1 + ko + -+ + kym = n, je preslikavanje a: X — Y tako da je
|a=Y(y;)| = ki. Broj permutacija sa ponavljanjem tipa (ki, ks, ..., kn) jednak
|
je m, naziva se multinomijalni koeficijent i oznacava sa (kl,k;”’km).
Zadaci
39. Dokazati da je (}) < (kil) zak <[n/2]i(}) = (kil) za k > [n/2].

40. Po sahovskoj tabli kreée se top. On polazi iz donjeg levog ugla table i
krece se, jedno po jedno polje, po najkra¢em putu do gornjeg desnog ugla
table. Koliko postoji najkracih puteva?

41. Na koliko nac¢ina se n = ni+nag+- - -+n,, razlicitih kuglica moze razmestiti
u m razglicitih kutija, tako da za svako i, 1 < ¢ < m, vazi da se u -toj
kutiji nalazi n; kuglica?

42. Na koliko nac¢ina se od 6 osoba moze sastaviti 5 razli¢itih troclanih
komisija, tako da je za svaku komisiju unapred poznato njeno zaduzenje?

43. Koliko postoji permutacija $pila od 52 karte u kojima se sva cetiri asa
nalaze medju prvih 10 karata?

44. Jedan covek ima 12 rodjaka—>5 muskaraca i 7 Zzena, a njegova zena takodje
ima 12 rodjaka—7 muskaraca i 5 Zena. Zajednickih rodjaka nemaju. Resili
su da pozovu u goste svako po 6 svojih rodjaka, ali tako da medju gostima
bude 6 zena i 6 muskaraca. Na koliko nacina to mogu uraditi?

45. Na koliko nacina kosarkaski trener moze sastaviti ekipu od 5 koSarkasa
sa dva centra, dva beka i jednim krilom, ako na raspolaganju ima 10
kosarkasa, od kojih trojica mogu biti samo centri, trojica samo bekovi,
jedan samo krilo, dvojica krilo ili bek, a jedan krilo ili centar?

46. Na koliko nacina se 2n vojnika (razli¢itih po visini) moze rasporediti u dve
vrste tako da je svaki vojnik iz prve vrste nizi od vojnika iza njega?

47. Dato je 3n + 1 predmeta, tako da se n od tih predmeta ne razlikuju
medjusobno, a svi ostali predmeti se razlikuju i medjusobno i od prvih n
predmeta. Na koliko na¢ina se moze izabrati n predmeta?
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T U skupétini ima 30 poslanika. Svaki od poslanika je u svadji sa ta¢no
deset drugih poslanika. Na koliko na¢ina moze biti formirana troclana
komisija poslanika tako da su svaka dva ¢lana komisije medjusobno u svadji
ili da nikoja dva ¢lana komisije nisu u svadji?

postoji tacno a; razglednica od i-te vrste. Na koliko nacina je moguce
poslati prijateljima, kojih ima n, sve razglednice iz radnje ako je dozvoljeno
poslati vise puta istu vrstu razglednice istom prijatelju?

Neka je izmnozen izraz (x +y+ 2)™ i neka su sabirci grupisani zajedno na
uobicajeni nacin: na primer za n = 2,

(x+y+2)% =22+ 9% + 22 + 20y + 2yz + 222
Koliko ima sabiraka na desnoj strani, ako je n proizvoljan prirodan broj?

Na koliko nac¢ina se nq plavih, ny zutih i n3 crvenih kuglica moze razmestiti
u m kutija, ako se kuglice iste boje ne razlikuju medjusobno?

Na koliko nacina se 8 istih svezaka, 9 istih olovaka i 10 istih knjiga mogu
podeliti trojici ucenika, tako da svaki ucenik dobije bar po jedan predmet
od svake vrste?

U kutiji se nalazi 36 zutih, 27 plavih, 18 zelenih i 9 crvenih kuglica, pri
¢emu se kuglice iste boje ne razlikuju medjusobno. Na koliko nacina se
moze izabrati 10 kuglica?

a) Na polici se nalazi 12 knjiga. Na koliko na¢ina se moze izabrati 5 knjiga
tako da nikoje dve izabrane knjige nisu susedne?

b) Na koliko nacina se 7 patuljaka i 5 goblina moze poredjati u red tako
da nikoja dva goblina nisu susedna?

¢) Za okruglim stolom kralja Artura sedi 12 vitezova. Na koliko nac¢ina
se moze izabrati 5 vitezova tako da nikoja dva viteza ne sede jedan do
drugoga?

Koliko funkcija f : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} je monotono neopadajule,
tj. za i < j vazi f(i) < f(5)?

T Familija F podskupova skupa X naziva se antilanac ako nijedan skup
iz F nije podskup nekog drugog skupa iz F. Ako je | X| = n, tada najvedéi
antilanac skupa X sadrzi ([n”/Q]) skupova.

Dokazati da je

k
n _Z n—1
ny,no,..., Nk — nl,...,ni_l,ni—l,m_,_l,...,nk ’

i=1



1.5. BINOMNI IDENTITETI
1.5 Binomni identiteti
Faktorijelna reprezentacija. Za cele brojeve ni k, n >k > 0, vazi
n\ n!
k) El(n — k)"
Uslov simetri¢nosti. Za cele brojeve n i k, n > 0, vazi
ny n
k) \n—-k/)
Adiciona formula. Za cele brojeve n i k vazi
n\ (n-—1 n n—1
k) k E—1)°
Binomna teorema. Za svaki nenegativan ceo broj n vazi

(x+y)" = i (Z) akyn k.,

k=0

Multinomijalna teorema. Za svaki prirodan broj n > 1 vazi

n k1 .k
(@14 @2+ a)" = > (kl,kQ,...,km)xllem

ki+ko+---+kn=n
k17k27"'5km20

Izvlacenje iz zagrada. Za cele brojeve n ik, k # 0, vazi

(=5 (0= ()

Sumaciona formula. Za cele brojeve n i m, n,m > 0, vazi
“(r+k r r+1 r+n r+n+1
3 (") T _
k 0 1 n n
k=0
“~ [k 0 1 n n+1
Z _ + 4+t = .
= \m m m m m+1

Negacija gornjeg indeksa. Za cele brojeve n i k vazi

(7))

)

15
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Pojednostavljivanje proizvoda. Za cele brojeve n, m i k vazi

)= ()

Sume proizvoda. Za cele brojeve n i r, r > 0, vazi
Z r S _[(r+s
kE)\n—-k) n
k
Z T s _[(r+s
— \k)\n+k ~\r+n)’

Takodje vazi i Vandermondova konvolucija:

> () (20 = (o)

Ispustanje granica za indeks sumiranja. U radu sa sumama koje sadrze bi-
nomne koeficijente ¢esto se ispustaju granice za indeks sumiranja (na primer,
navodi se samo ), kao u prethodnom pasusu), s tim Sto se podrazumeva da
se sumiranje vrsi po svim vrednostima indeksa za koje je izraz koji se sumira
razli¢it od O.

Tako, na primer, u sumi Y, (;)(,,>,) iz prethodnog pasusa sumiranje se
vrsi po svim vrednostima k za koje je 0 < k < r (da bi bilo (,:) #0)10 <
n—k<s=n-—s <k <n (dabi bilo (nfk) # 0), odnosno, za koje je
max(0,n — s) < k < min(r,n). Sada je jasno zasto je mnogo jednostavnije
ispustiti granice za indeks sumiranja, ako izraz ima vrednost 0 kada je indeks
van tih granica.

Dokaz kombinatornim argumentima. Pod dokazivanjem identiteta kombina-
tornim argumentima podrazumeva se nalazenje skupa X tako da obe strane
identiteta predstavljaju broj elemenata skupa X.

Zadaci
0

58. Za realni broj x i nenegativan ceo broj n, neka je z= =1, a
2r=x(x—-1)(x—2)---(r—n+1).

Dokazati sledeé¢i analog binomne teoreme:

(z+y)t= z": <7Z> alyn=t,

=0

59. Dokazati da je za svaki prirodan broj n broj [(2 + \/3)"] neparan.
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Izrac¢unati zbir koeficijenata polinoma po x koji predstavlja razvoj izraza
(3z — 2)100,

Nadi koeficijent uz:

a) z2y32 u razvoju izraza (2z + 2y — 32)°,

b) 224%2 u razvoju izraza (2 + y? — 52)7,

2,3,3

c) u?v32® u razvoju izraza (3uv — 2z +u +v)7.

Nadi koeficijent uz:

a) 10

u razvoju izraza (1 — a2 + 2?)

11

b) 23 u razvoju izraza (1 — x + 22%)°.

Dokazati sledeée identitete:

a)

b)

0

Dokazati da je

(6) () +5) +ta

Dokazati da je

(

05

Dokazati identitet

()

1

r+1
r

n+1 1
22

)+ (

r

(")
)

pomoc¢u kombinatornih argumenata.

Naéi vrednost izraza Y, _, k*.

Izracunati

4

n
r

n
n

)

1

2
n) 9
n

(

n+1

n+1
r+1

)

B 2n+1 —1

)
o

n
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Ako jen >m > 0:
a) Dokazati da je

b) T Izracunati

T Dokazati da je
(m\ (n+k _ L (n\ (m
> (0) () -2 ()0
k=0 k=0
Ako je n > 0, koja je vrednost izraza
Z <n+ k> <2k) (—1)k 0
= 2k k) k+1
T Naéi vrednost izraza
Z m—r+s\/n+r—s r+k
- k n—=k m+n

u zavisnosti od r, s, m i n, ako su m i n nenegativni celi brojevi.

Uputstvo. Za pocetak zameniti (;;L':_I:L) sa (m+7;t—j) (’;)

T Ako je 0 < k < m, dokazati da vaZi slede¢a formula:
n n n 1 gm\"  jln—2k)7w
o= — 2 cos o JAM T AR)T
<k‘)+<k‘—|—m)+<k+2m)+ m0;m< cosm>cos -

Na primer za k =11im = 3 vazi

(?)+(Z>+<:)+--~=%(2”+2008@>.

Uputstvo. Binomna formula, Muavrova formula (cosz +¢sinz)™ = cosnz + i sin nx

i odgovarajuéi m-ti koren iz jedinice su osnovni sastojci resSenja ovog problema ...
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1.6 Princip ukljucenja-iskljucenja

Princip ukljucenja-iskljucenja. Za konacne skupove Aq, As,..., A, vazi
n
U Al = Z (-pli=t ﬂ A
i=1 0#AIC{1,2,...,n} iel

Permutacije bez fiksne tacke. Broj permutacija m kona¢nog skupa X sa n ele-
menata, takvih da je 7() # ¢ za svako ¢ € X, jednak je

D(n) =n! (1i+i~~+(1)”i>.

12! n!

Zadaci

74. — U razredu sa 30 ucenika, 12 od njih voli matematiku, 14 voli fiziku, 13
hemiju, 5 ucenika voli i matematiku i fiziku, 7 voli i fiziku i hemiju, a 4 voli
matematiku i hemiju. Tri uCenika vole sva tri predmeta. Koliko ucenika
ne voli ni jedan od ovih predmeta?

75. ~ Odrediti koliko ima brojeva ne veéih od 1000 koji su deljivi bar jednim
od brojeva 2, 3, 5 ili 7.

76. Neka jen € N iS5y, Sy, ..., .S, konacéni skupovi. Dokazati jednakost
1S1N SN ---NSy| = Z (1)1t USZ» )
0AIC{1,2,...n} i€l

77. U radnji je kupljeno k razli¢itih razglednica koje treba poslati prijateljima,
kojih ima n.
a) Na koliko naéina je moguée poslati razglednice, ako svaki prijatelj treba
da dobije bar jednu razglednicu?

b) Na koliko nac¢ina je moguce poslati razglednice, ako tac¢no [ prijatelja
ne treba da dobiju razglednicu?

78. Koliko ima n-tocifrenih brojeva u ¢ijem zapisu ucestvuje k razli¢itih nenula
cifara, gde je 1 < k <97

79. Kocka za igru ¢ije su strane numerisane brojevima 1,2, 3,4,5,6 baca se do
pojave svih Sest strana. Rezultat takvog eksperimenta je niz cifara koje su
se pojavljivale na gornjoj strani kocke, ukljuc¢ujuéi i poslednju Sestu stranu
kocke. Koliko ima nizova sa n cifara koji mogu biti rezultat eksperimenta?

80. Na koliko nac¢ina se mogu poredjati u niz 3 Amerikanca, 3 Engleza i 3
Rusa, tako da nikoja tri zemljaka ne stoje zajedno?
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a) Koliko se reci, koje mogu da budu besmislene, dobija premestanjem
slova re¢i KOMBINATORIKA?

b) Koliko ima takvih reéi kod kojih nikoja dva ista slova nisu susedna?

a) Neka su pi, pa, ..., pm razliciti prosti brojevi, k1, ko, ..., ky, prirodni
brojevi, n = pMph? ... pkm i (n) broj prirodnih brojeva manjih od 7 i
uzajamno prostih sa n. Dokazati da je p(n) = n(lfpil)(lfp%) e (1,]%),
b) Dokazati da za prirodne brojeve m,n > 1 vazi ¢(m)p(n) < o(mn).
Kada vazi jednakost?

c) T Dokazati da za proizvoljan prirodan broj n vazi Zd‘n o(d) = n
(sumira se po svim prirodnim brojevima d koji dele n).

a) Na ples je doslo n bra¢nih parova. Na koliko na¢ina oni mogu da oforme
n plesnih parova tako da nijedan par supruznika ne igra zajedno?

b) Svaki od lekara A i B treba da obavi pregled istih n pacijenata. Oba
lekara pocinju posao u isto vreme, a svaki od njih pregleda jednog pacijenta
za 15 minuta. Na koliko nac¢ina se mogu rasporediti pacijenti, tako da svih

2n pregleda bude obavljeno ve¢ posle % casova?

Naéi broj permutacija koje imaju ta¢no k fiksnih tacaka.

Koliko ima permutacija skupa {1,2,...,2n} koje nijedan paran broj ne
slikaju u samog sebe?

T Na koliko naéina n bracénih parova moZe sesti za okrugli sto sa 2n
oznacenih stolica tako da supruznici ne sede jedno pored drugog?

* a) Nadi broj ekvivalencija sa k klasa na skupu sa n elemenata.

Uputstvo. Najpre resiti problem za k = 2,31k =n — 1,n — 2. U opstem slucaju,

rezultat je suma.

b) Naéi ukupan broj B,, ekvivalencija na skupu sa n elemenata. Broj B,
se zove n-ti Bell-ov broj.

c¢) Dokazati da je

" /n
B = —i =
n+1 Z (’L)Bn (2] n 051727 ’
=0
gde je By = 1.
RNy
d) Dokazati da je B, = " ; zz_'



Glava 2

Funkcije generatrise

2.1 Nalazenje funkcija generatrise

Stepeni red. Stepeni red je beskona¢na suma oblika

oo

2
E a;T; = ag + a1x + aox” + - +apx™ + ...,
i=0

gde su ag, a1, asg, ..., Gy, ...realni brojevi, a x realna promenljiva.

Funkcija generatrisa. Neka je a = (ag,a1,a2,...,ay,...) niz realnih brojeva.
Funkcija generatrisa a(x) niza a je stepeni red

o0

2
g a;T; = ag + a1z + asx” + - Fapa” + ...
=0

.. . . . 1 L. *) (0
Funkcija a(x) ima izvode svih redova u tacki = 0 i vazi ap = 'IT()

Uopstena binomna teorema. Za proizvoljan realni broj « i proizvoljan neneg-
ativni broj k£, binomni koeficijent (‘Z) se definise pomocu

(a) ala—1)(a—2) - (a—k+1)

k)~ k!

i pritom vazi

(1+m)a=§<?>xi: (3)+(T)x+(§)x2++(2)x"+

Neke poznate funkcije generatrise. U slede¢im izrazima su date funkcije gen-
eratrise za neke poznate nizove:

21
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n>0
b)zlx”—lo
n N g1—
n>1
1 n xr
C)ZECE =e
n>0 "

n20(2n+1)!
_1)n
f) (2 )' 2" = cosx
= (2n)!
) <n+k> n 1
g o=
= n (1 —x)kt1
k
n x
h "=
2 (1) =
n>k
_1)n
i) 2( )1x2"+1:arctgx
"0 n +
0 <2n o 1
. 0 n _\/1—4:2
o Mm+k\ 1 (1—\/1—4m>k
€T =
n>0 n 1 —dx 2z
y S REenrk-D (1—\/1—433)’“
pAART R ) e (VTR
= nl(n + k)! 2x
) (2n — 1N Int1 +1x3+1~3x5+1~3-5z7+ arcsi
— =x+-—+-——4——"—+ . = arcsinzx
W) 2nn " T3 245 2467
22 2 nm
n) 251? L 2" =esing
= o

) 4m n)? " arcsinz \ >
I
© (n+1)2n+1)! sinx
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Operacije sa funkcijama generatrise. Neka su a(x) i b(z) funkcije generatrise
za nizove (ag,a1,as,...) 1 (bo,b1,be,...). Tada se pomoéu a(z) i b(x) mogu
odrediti funkcije generatrisa za sledeCe operacije:

Sabiranje nizova: Niz (ag + b, a1 + by, as + ba,...) ima funkciju generatrisu
a(z) + b(x).
MnoZenje niza realnim brojem: Niz (aag, aar, aas,...) ima funkciju genera-
trisu aa(x), gde je a € R.
Pomeranje niza udesno: Niz (0,0,...,0,a0,a1,as9,...) ima funkciju genera-
—_———
nx

trisu 2"a(x), gde je n € N.

Pomeranje niza ulevo: Niz (an, pi1, Gnta, ... ), gde je n € N, ima funkciju
a(z) — (ap + a1z + agz? + -+ ap_12""

generatrisu —
x
Zamena x sa ax: Niz (ag, aay,a?ag, ..., a%ay,,...), gde je a € R, ima funkciju
generatrisu a(ax).
Zamena x sa z™: Niz (0,...,0,a0,0,...,0,a1,0,...,0,az,...) ima funkciju
——— —— ——
n—1 n—1 n—1
generatrisu a(z™), gde je n € N.
Diferenciranje: Funkcija generatrisa za niz (a1, 2a2,3asz,...,(n + D)ant1,...)
je izvod o/ (z) funkcije a(z).
Integracija: Funkcija generatrisa za niz (0,a9, %, %,..., 2=, ...) je odred-

jeni integral [ a(t)dt.

MnoZenje funkcija generatrise: Proizvod a(x)b(x) je funkcija generatrisa za niz
(Co, C1,C2y...,Cpy... ), g‘de je Cp = aobn + albn_l + agbn_g + -+ anbo.
Zadaci

88. Nadi koeficijent uz:

(a) 2% u (1 —2z)72
(b) z* u ¥/1+ .
a3

1
(1 z)(1—z2)(1—23)"

89. Nadi koeficijent uz x™ u stepenom razvoju sledeé¢ih funkcija, koristedi
metod parcijalnih razlomaka ili operacije za rad sa funkcijama generatrisa:

(a) m, Cl?éb

(b) eI
(©) =2
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@) =5
Naéi funkciju generatrisu za svaki od slede¢ih nizova (svaki od nizova je
definisan za sve n > 0):
) an = n;
) an, = an+ 5;
) a, =n?;
d) a, =an®+ Bn +;
) an =3";

) ap, =5-T"—3-4™.

Nadéi funkciju generatrisu za sledeée nizove:

( ) 171707171?071)170 )
(b) (2F/30),50 = (2,2,2,4,4,4,8,8,8,...);

(
(

( ) ((n+5)l)7’b>07
(

( ) n +n+1

Dokazati da je:
a) 3o, (5n)a" =5 (L+2)™ + (1 —2)™);
D) 32 ()2 =5 (A +2)™ = (1—2)™).
Dokazati da je:
20\ 2n _ 2™ (-n)™
a) Zn (m)ng =3 ((1 z)m 1 + (1+I))7n+l)
2n41 _ ™ (=™
b) Zn ( m )x2n+1 - 2 ((1,w1)m+1 - (1+$)m+1).

Neka je a,, broj uredjenih trojki (i, j, k) celih brojeva tako da jei > 0, j >
1, k > 1ii+3j+5k = n. Nadi funkciju generatrisu za niz (ag, a1, az, . ..)
i opstu formulu za a,.

)nZl-

Nadi funkciju generatrisu za broj b,, celih brojeva u opsegu 0 do 10™ — 1
¢ija je suma cifara jednaka n.

(a) Neka je a = (an)n>0 dati niz i neka je S operator koji preslikava niz a

u niz Sa njegovih parcijalnih suma: (Sa), = ag+ a1+ -+ ap, zan > 0.

f(z) s
T funkcija

Ako je f(z) funkcija generatrisa za niz a, dokazati da je
generatrisa za niz Sa.

(b) Nadi funkciju generatrisu za harmonijske brojeve H,,, n > 1, definisane
pomodcu:

11 1
H =14+=-4+=-4..-4+ —
n=ldg gt

(c) Ako je r > 0, nadi funkciju generatrisu za S"a, tj. za S(S(...(Sa)...)).
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(d) Nepoznati niz a ima sledeée svojstvo: kada, pocevsi od a, r puta
ponovimo operaciju S, tada kao rezultat dobijamo niz (1,0,0,0,...). Naéi
pocetni niz a.

2.2 Rekurentne jednacine

Rekurentna jednacina. Rekurentna jednacina reda k je jednacina oblika
F(a/n+k7 a/n+k717 ... 7an+la a/’ﬂ) = O?

koja vazi za proizvoljan ceo broj n > 0, gde je F: R*! = R funkcija k + 1
realnih promenljivih, a (a,)n>0 niz realnih brojeva, uz pocetne uslove

ap = ¢, aip==~¢€1, ... Q-1 = Ck—1,

gde su cg, cq, ..., cx_1 realne konstante.

Resenje rekurentne jednacine je svaki niz (an)n,>0 koji zadovoljava reku-
rentnu jednacinu i pocetne uslove. Opste resenje rekurentne jednacine je
funkcija S: R* — R, tako da S(co,ci,...,cr_1) predstavlja jedno od resenja
rekurentne jednacine sa pocetnim uslovima ag = cg, a1 =c¢1, ..., Qg—1 = Ck—1.

Linearna rekurentna jednacina. Linearna rekurentna jednacina reda k je
rekurentna jednacina oblika

Qolpik + Q1Anyk—1 + Q20pqk—2 + - + agay, = f(n).

Linearna rekurentna jednac¢ina je homogena ako je f(n) = 0 za svako n > 0.

Resavangje homogene linearne rekurentne jednacine. Karakteristicna jednacina
homogene linearne rekurentne jednacine je jednacina

ozotk + altk_l + ozgtk_Q + -4 ai =0.

Ako karakteristicna jednacina ima razli¢ite korene x1, xs, ..., x, sa viSestru-
kostima my, mas, ..., m,, redom, tada rekurentna jednacina ima jedinstveno
reSenje oblika

an = (Aio+Aian+-+ Ay on™ ) - af
(A270 + A271’fl + -+ A27m2_1nm271) . Oég

(Aro+Arn+---+ Alymr,lnm*_l) Sy,

gde su A; 5,1 <7 <r,0<j <m;— 1 realne konstante.

Resavanje nehomogene linearne rekurentne jednacine. Neka je data linearna
rekurentna jednacina reda k

Qlntk + Q1A yk—1 + Q20nif—2 + - + aga, = f(n).



26 GLAVA 2. FUNKCIJE GENERATRISE
Za funkciju generatrisu A(t) resenja jednacine (ap)n>0 vazi

(o0 + art + agt® + - + agt®) - A(t) = Y fi)t' + P(t),
i=k

gde je
k—1 %
P(t) = Z Zai,jaj t*.
i=0 \ j=0

Fibonacijevi brojevi. Niz brojeva (F,)n>0 koji zadovoljava Fy, 1o = Fp11 + Fp,
n > 0, uz pocetne uslove Fy = 0, F; = 1 naziva se niz Fibonacijevih brojeva.
Resavanjem ove rekurentne jednacine dobija se da je opsti ¢lan jednak

o L (1evE\ 1 (1-vB)"
RV 2 NG 2

97. Nadi funkciju generatrisu niza (a,)n>0 ako on zadovoljava datu rekurentnu
relaciju i odatle naci opsti ¢lan niza:

Zadaci

(a) apnt1 =3an +2, ap=0.

(b) any2 =2ap41 —apn, ap=1,a1=2.

(¢) apyo = —4ant1 —8an, ag=0,a; =2.

(d) ant3 =6ant2 —1lapt1 +6a,, ap=2,a; =0, az = —2.
98. Neka je niz (z,) definisan pomocu

Zn —a

zo=1, Zp+1 = n >0,

Zn — b’
gde su a i b realni brojevi i b # 1. Dokazati da ako za niz (u,) vazi

Un+1
Un

=z, — b,

tada je
Upy2 + (b= Dupp1 + (@ —b)u, =0, n>0.

Nadi eksplicitnu formulu za z,, u slu¢ajua=01ib= 2.

99. Neka su nizovi (uy,), (v,) 1 (wy,) definisani pomoéu ug = vg =wp =11

_ 1 0 177 u,
veir | =10 1 1] w |, n>o0
Wp 41 1 -1 4 Wn,

Dokazati da (u,,) zadovoljava homogenu linearnu rekurentnu relaciju i naéi
opstu formulu za u,.
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100.

101.

102.

103.

104.

105.

106.

U nizu (ag, a1, az,...) svaki ¢élan, pocev od treéeg, je aritmeticka sredina
prethodna dva ¢lana, tj. apy2 = (apt1 + an)/2. Odrediti limg, oo an u
funkciji od ag i a.

Neka je g, broj re¢i duzine n sastavljenih od slova a, b, ¢, d, koje sadrze
neparan broj slova b. Dokazati da je

Gn1 =2¢, +4", n=>1
i, uz pretpostavku gg = 0, naéi funkciju generatrisu Q(x) i dokazati da je
1
an = 54"~ 2").

Nadi ops$tu formulu za sledeée nizove:
(a) zp =21 =0, zpto—4dxpy1 + 4z, =27
(b) zo=1, 21 =3, Tpyo— Tpy1+T, =232
(¢c) xo=21=0, Zpio—6xpt1+ 92, =2"+n.

Resiti rekurentnu jednacinu a,, = ap_1 + an_o+ - - -+ aq + ag sa pocetnim
uslovom ag = 1.

* Nadéi broj reéi duzine n sastavljenih od slova a,b, c,d tako da slovo a
nikad nije susedno slovu b.

* Neka je p permutacija skupa {1,2,...,n}, zapisana u jednolinijskoj no-
taciji i sa oznacenim rastuéim segmentima u tako dobijenom nizu brojeva:
na primer, (457 268 3 1). Neka f(n,k) oznacava broj permutacija
skupa sa n elemenata koje imaju tac¢no k rastu¢ih segmenata. Ovo su tzv.
Ojlerovi brojevi.

a) Dokazati da je f(n,k) = f(n,n+1— k) i zakljuciti da je prosecan broj
rastué¢ih segmenata u permutaciji (n + 1)/2 (prose¢an broj se ra¢una na
osnovu svih permutacija skupa {1,2,...,n}).

b) Dokazati sledeé¢u rekurentnu formulu:
fn,k)=k-fln—1,k)+(n+1—-k)- f(n—1,k—1).

¢) Odrediti broj permutacija skupa {1,2,...,n} sa 1, 2 i 3 rastuéa seg-

menta koriS¢enjem prethodne jednakosti.

Niz f, je definisan za sve n > 1 pomocu relacija: (a) f1 = 1; (b) fon = fn
i(c) font1 = fn+ fas1. Neka je

F(z) = Z fnz™ !

n>1
funkcija generatrisa ovog niza. Dokazati da je

F(z) = (1+ 2+ 2®)F(2?).
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107.

108.

109.

110.
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Predstaviti sledece nizove pomoc¢u Fibonacijevih brojeva F,:

(@) ap=r, a1=85, Gpy2=0pnt1+a,, n>0.
(b) bo = O, b1 = 1, bn+2 = bn+1 + bn + C, n 2 0.

(C) ag = 07 ay = la Unp42 = An+1 + Qnp + (:Ln)a n Z 07
gde je m dati prirodan broj.

(d) bO = 1; bl = 27 bn+2 = b7l+l : bn7 n Z 0.

(a) Za prirodan broj n, neka je f,, broj podskupova skupa {1,2,...,n} koji
ne sadrze par uzastopnih brojeva. Nadéi rekurentnu relaciju koju zadovo-
ljavaju ovi brojevi, a zatim nadéi i same brojeve.

(b) Za prirodne brojeve n i k, neka je f, broj k-podskupova skupa
{1,2,...,n} koji ne sadrze par uzastopnih brojeva. Naéi rekurentnu
relaciju koju zadovoljavaju ovi brojevi, a zatim naci odgovarajuéu funkciju
generatrisu i same brojeve.

(a) Pod gomilom novéiéa se podrazumeva raspored n novéiéa u redove
tako da nov¢iéi u prvom redu ¢ine neprekidan niz, a da u visim redovima
svaki nov¢i¢ dodiruje ta¢no dva novcic¢a iz prethodnog reda. Ako prvi red
sadrzi k novéi¢a, tada se gomila oznacava kao (n, k)-gomila. Na slici je
prikazana (28, 12)-gomila.

Blok gomila novéica je gomila u kojoj se svaki red sastoji od samo jednog
neprekidnog niza novcica. Neka je fr broj blok gomila koje u prvom
redu sadrze taéno k novéica, k > 0. Odrediti funkciju generatrisu za niz
(fr)k>0-
(b) Dokazati da je fr = Far—1 za k > 1, gde je (F,,)n>0 niz Fibonacijevih
brojeva.

(“Mini Tetris”) Nadi funkeiju generatrisu i rekurentnu relaciju za broj
nacina na koji se moze u potpunosti prekriti pravougaonik dimenzija n x 2
pomoc¢u delova sledeéeg tipa (tako da se delovi ne preklapaju). Duzine
ivica delova su 1 i 2; delovi mogu da se rotiraju za ceo umnozak pravog
ugla.

(a) ] o Kvadrati 2 x 211 x 1.
(b) O [5 Kvadrat 1 x 11 L-figura.

(c) * [5 Pravougaonik 1 x 2 i L-figura.
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2.3 Particije prirodnih brojeva

Particije prirodnih brojeva. Particija m broja n, n € N, u k delova, k > 1, je
familija 7 = {n1,na,...,nk}, tako da vazi n; € N za svako i = 1,2,...,k i

n=mny+ng+ -+ ng.

Ako particija m = {ny,ne,...,n;} sadrzi «; delova jednakih i, i = 1,2,...,k,
tada particiju 7 zapisujemo na sledeé¢i nacin

m=[1% 2% .. n%].
Fererovi dijagrami. Particija m broja n predstavlja se pomocu Fererovog di-
jagrama tako Sto se delovi particije poredjaju po veli¢ini, pocevsi od najveceg,
a zatim se svaki deo predstavlja kao vrsta sa odgovaraju¢im brojem simbola.
Drugim rec¢ima, Fererov dijagram particije 7 = [1** 292 ... n®] sastoji se od

ay, vrsta sa po n simbola, a,,_1 vrsta sa po n — 1 simbola, ...i oy vrsta sa po
jednim simbolom.

Konjugovana particija. Konjugovana particija w’ particije m dobija se zamenom
uloga vrsta i kolona u Fererovom dijagramu particije . Particija 7 je samokon-
jugovana ako je m = 7',

Funkcija generatrisa za broj particija. Neka je p(n) ukupan broj particija
broja n, n € N. Funkcija generatrisa niza brojeva p(n) jednaka je

[ee]

P(z) =[] —-a")""

i=1

Zadaci
111. Nacrtati Fererove dijagrame za sledece particije:
123257, [246%7].
112. Tzracunati vrednosti za p(n), 1 <n < 7.
113. Izracunati p5(9) i p5(10), gde je px(n) broj particija n na k sabiraka.
114. Neka je pg(n) broj particija n na k sabiraka. Dokazati da je
pr(n) = pr(n — k) + pp—1(n — k) + -+ pi(n — k),
i iskoristiti ovu formulu za nalazenje p(8).
115. (a) Odrediti konjugovane particije slede¢ih particija u standardnoj no-
taciji:
[12356], [223%538].
(b) Koje od sledeéih particija su samo-konjugovane:

[1224], [1°456], [2235%, [1*2348]?
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116. Dokazati da je broj samo-konjugovanih particija n jednak broju particija
n u kojima su sabirci razli¢iti i neparni.

117. Koristeé¢i Fererov dijagram, dokazati da je broj particija n u kojima je
svaki sabirak jednak 1 ili 2, jednak broju particija n 4+ 3 koje imaju tacno
dva razli¢ita sabirka.

118. Nadi funkcije generatrise za brojeve particija n:

(a) u kojima je svaki sabirak jednak 3 ili 4.

(b) u kojima je svaki sabirak najvise 5.

(¢) u kojima je svaki sabirak stepen broja 2.

(d) u kojima se svaki sabirak pojavljuje najvise dva puta.

(e) u kojima se svaki sabirak pojavljuje najvise tri puta.

(f) u kojima se samo neparni sabirci mogu pojaviti vise od jedanput.
)

(g) u kojima je svaki sabirak deljiv sa 3.
Da 1i su brojevi particija n u (e) i (f) jednaki?
119. Dokazati da je
A—a)1+z)(1+2)(1+a*) - (1+a) =1-22"",
pa na osnovu toga, dokazati formulu
1-2)t'=0+2)Q+2)Q+zY - 1+22) -

Na osnovu ovoga, zakljuciti da svaki prirodan broj ima jedinstvenu parti-
ciju na sabirke koji su razliciti stepeni broja 2.

2.4 Katalanovi brojevi

Korektni nizovi zagrada. Skup korektnih nizova zagrada rekurzivno se definise
na sledeéi nacin:

i) Prazan niz zagrada je korektan.

ii) Ako su A i B korektni nizovi zagrada, tada je i niz AB (dobijen spajanjem
nizova A i B) korektan niz zagrada.

iii) Ako je A korektan niz zagrada, tada je i niz (A) korektan niz zagrada.

iv) Svaki korektan niz zagrada se moze dobiti primenom pravila i)-iii).
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Niz zagrada z12s . .. 22, je korektan ako i samo ako je broj levih zagrada veci

ili jednak broju desnih zagrada u podnizu 2125 ...2; za svako i = 1,2,...,2n.
Katalanovi brojevi. Broj korektnih nizova sa n parova zagrada jednak je Kata-
1 2n
lanovom broju C,, = o ( > Funkcija generatrisa za niz Katalanovih bro-
n n

jeva je
Z n 1—v1—-4dz

Korensko stablo. Skup T u kome je definisana relacija “biti naslednik” i u kome
postoji element r tako da su svi ostali elementi T naslednici elementa r naziva
se korensko stablo. Elementi korenskog stabla nazivaju se ¢vorovi, a element r
naziva se koren stabla. Cvor bez naslednika naziva se list.

Podstablo T u ¢voru s, s € T, je podskup korenskog stabla T koji ¢ine ¢vor s
i svi njegovi naslednici, uz zadrzavanje relacije “biti naslednik” sa skupa S.

Korensko stablo se vizuelno predstavlja tako Sto se svaki ¢vor, pocevsi od
korena stabla, predstavlja tackom u ravni i spaja linijom sa svakim od svojih
direktnih naslednika, koji se postavljaju ispod njega.

Unija jednog ili vise korenskih stabala zove se korenska suma.

Uredjeno stablo. Korensko stablo u kome je odredjen poredak naslednika
svakog ¢vora zove se uredjeno stablo.

Poziciono binarno stablo. Korensko stablo T, kod kojeg svaki ¢vor moze da
ima jedinstvenog levog i desnog naslednika, naziva se poziciono binarno stablo.

Levo podstablo ¢vora t, t € S, je podstablo u njegovom levom nasledniku, a
desno podstablo ¢vora t je podstablo u njegovom desnom nasledniku.

Zadaci

120. Konstruisati poziciono binarno stablo koje odgovara slede¢em korektnom
nizu od 11 parova zagrada:

(OO0

121. Ispred blagajne koncertne dvorane je grupa od 2n osoba. Svaka osoba
zeli da kupi samo jednu kartu, koja koSta 50 dinara. Od njih, n osoba
ima novcanicu od 100 dinara, a preostalih n osoba ima nov¢anicu od 50
dinara. Na pocetku, blagajnik nema novca u kasi. Na koliko nacina se tih
2n osoba moze poredjati u red, tako da blagajnik moze uvek da, uz kartu,
vrati i kusur od 50 dinara osobama koje imaju nov¢anice od 100 dinara?

Dokazati da Katalanovi brojevi C), predstavljaju broj elemenata svakog
od sledeé¢ih 13 skupova S;, i = a, b, ..., m, u zadacima 122-134. Elementi
svakog skupa S; su ilustrovani za n = 3, u nadi da ¢e ilustracije otkloniti
eventualne nejasnoce u definicijama. Idealno, trebalo bi dokazati da S; i .S;
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122.

123.

124.

125.

126.
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imaju isti broj elemenata konstruisanjem jednostavne, elegantne bijekcije
¢ij: S; — Sj za svaki par 4,5 ...

* S,: triangulacije konveksnog (n + 2)-gona na n trouglova pomoéu n — 1
dijagonala koje nemaju zajednickih tacaka u unutrasnjosti (n + 2)-gona.

NAPAN,

Sp: uredjena binarna stabla sa 2n + 1 ¢vorova i n + 1 listova.

KR O

S.: uredjena stabla sa n + 1 &vorova.

AT A

Sq: putevi u celobrojnoj mrezi od (0,0) do (n,n) sa koracima (0,1) ili
(1,0), koji nikada ne idu iznad prave y = x.

4 T

Se: Dikovi putevi od (0,0) do (2n,0), tj. putevi u celobrojnoj mrezi sa
koracima (1,1) i (1, —1), koji nikada ne idu ispod z-ose.

NN A A AN AN
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127.

128.

129.

130.

131.

132.

133.

134.
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S¢: n disjunktnih tetiva koje spajaju 2n tacaka na kruznici.

=\ N

Sy nacini da se u ravni poveze 2n tacaka koje leze na horizontalnoj pravoj
pomoc¢u n disjunktnih lukova, tako da svaki luk povezuje dve od datih
tacaka i lezi iznad svih tacaka.

P A U 7= WA =N =\

Sh: nizovi od n brojeva 1 i n brojeva —1 tako da je svaka suma prvih k
brojeva, k < 2n, nenegativna (gde je —1 oznacen samo kao —):

1--- 11-1-- 11--1- 1-11-- 1-1-1-
S;: nizovi 1 < ay <--- < ay celih brojeva sa a; < 1.

111 112 113 122 123

S;: nizovi ay, ag, . .., ay celih brojeva takodajea; =0i0 < aj4q < a;+1.
000 001 010 011 012
Sk: permutacije ajas - - - agy, skupa {1,2,...,2n} takoda: (i) 1,3,...,2n—

1 se pojavljuju u rastuéem poretku, (ii) 2,4,...,2n se pojavljuju u
rastuéem poretku i (iii) 2¢ — 1 se pojavljuje pre 2i, 1 < i < n.

123456 123546 132456 132546 135246

Sz stek-permutacije aias . . . a, skupa {1,2, ..., n} koje mogu da se dobiju
od identicke permutacije 12...n koristeéi stek: brojevi 1,2,...,n se redom
stavljaju na stek, a skidaju sa steka u proizvoljnim trenucima, s tim Sto
nije moguce skinuti broj sa praznog steka. Na primer:

123

1T

~ 3 24\ 3 21 {3 214\
2
1

VT O N U

123 132 213 231 321

T S,.: nacini da se nové&iéi poredjaju u ravni, tako da prvi red sadrzi n
novcica.

o o oD & &>
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2.5 Metod zmijskog ulja

Metod zmijskog ulja.! Neka je data kombinatorna suma S koju treba

izracunati. Metod zmijskog ulja za nalazenje vrednosti sume S sastoji se od
slede¢ih koraka:

a) Identifikovati slobodnu promenljivu od koje zavisi suma S, npr. n. Neka
je f(n) vrednost sume S.

b) Neka je F(x) funkcija generatrisa niza f(n).

¢) Pomnoziti sumu S sa z” i sumirati po n. Funkcija generatrisa je sada
dupla suma: spoljasnja je po n, a unutrasnja je prvobitna suma S.

d) Zameniti redosled sumiranja i naéi vrednost unutrasnje sume po n.

e) Identifikovati koeficijente dobijenog izraza za funkciju generatrisu, jer oni
predstavljaju vrednost sume S u zavisnosti od n.

Pri upotrebi metoda zmijskog ulja, najéesée se nailazi na sledec¢e funkcije gener-
atrise: >, ("")x" (binomna teorema), >, (7)z" (funkcija g) u poglavlju 2.1),
njihove varijante kada n uzima samo parne ili samo neparne vrednosti (zadaci
92193), kaoi ), (2:)53” (funkcija i) u poglavlju 2.1).

Zadaci

135. Resiti zadatak 69 iz poglavlja 1.5 metodom zmijskog ulja.
136. Dokazati da je

3 Q%)xr = (1+2)(1+ 22"

T

Koriste¢i metod zmijskog ulja izra¢unati

m—Fk
k k [ 2 :I
u eksplicitnom obliku kada je y = £2.

Metodom zmijskog ulja resiti sledece zadatke.

137. Dokazati da je za sve n > 0

S ()= ()

L1Ovaj pomalo ¢udan naziv postaje mnogo jasniji ako znamo da je metod nastao i dobio
naziv u Americi, gde je zmijsko ulje navodno svemoéni univerzalni lek ameri¢kih indijanaca.
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138.

139.

140.

141.

142.

Dokazati da je

= () (") = ()

2n\° 2n
-1 n—~k _
s (5) =)
k
predstavljaju¢i ovu sumu kao specijalan sluc¢aj sume sa dva slobodna

parametra i primenjuju¢i metod zmijskog ulja na drugi slobodan para-
metar.

Dokazati da je

Dokazati da je

+ Izracunati

—\2p+2k+1)\ & )

Time se dobija “Morijartijev identitet”.
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Glava 3

Teorija grafova

3.1 Sta je graf?

Graf. Graf G je uredjeni par (V,E), gde je E C (‘2/), gde je (‘2/) skup svih
dvoelementnih podskupova skupa V. Elementi skupa V se zovu c¢vorovi, a
elementi skupa E grane grafa G. Ako je e = {u,v} € FE, tada su u i v krajevi
grane e, a kaze se i da su ¢vorovi w i v susedni, odnosno da je ¢vor u sused ¢vora
v (i obratno). Grana e = {u,v} se skradeno pise e = uv. Za dati graf G, skup
¢vorova se oznacava sa V(G), a skup grana sa E(G).

Crtez grafa. Graf G = (V, E) moze se vizuelno predstaviti tako $to se svaki
¢vor v € V predstavi kao tacka u ravni, a svaka grana e = uv € E kao Zordanova
kriva ¢ije krajnje tacke predstavljaju ¢vorove u i v.

Posebne klase grafova.

Put san évorova je graf P,, n € N, sa skupom ¢vorova {1,2,...,n} i skupom
grana {{i,i+1}: i=1,2,...,n—1}.
Ciklus sa n c¢vorova je graf C,, n € N, sa skupom &évorova {1,2,...,n} i

skupom grana {{¢,i+1}: i=1,2,...,n—1} U {n,1}.

Kompletan graf sa n c¢vorova je graf K,, n € N, sa skupom ¢&vorova
{1,2,...,n} i skupom grana ({1,2,2...,71})_

Kompletan m-partitni graf je graf Ky, no....n,., M€ N, ni,ng, ..., 0y € N,
sa skupom évorova Vi UVoU- - -UV,, i skupom grana {uv : u € V;,v € Vj,i # j},
gde su Vi, Vs, ..., V,,, disjunktni skupovi takvi da je |V;| =n;, i = 1,2,...,m.

Okoline i stepeni. Pod otvorenom okolinom ¢vora u grafa G = (V, E) podra-
zumeva se skup Ng(u) = {v € V : {u,v} € E} suseda ¢vora u. Pod zatvorenom
okolinom ¢vora u podrazumeva se skup Nglu] = Ng(u) U {u}.

Stepen ¢évora u je broj dg(u) = |Ng(u)| suseda ¢vora u. Zbir ) i da(u)
stepena svih ¢vorova grafa G jednak je dvostrukom broju grana grafa G (pa je
stoga 1 broj évorova neparnog stepena paran).

37
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Najmanji stepen grafa G je 6(G) = minycy dg(u), a najvedi stepen grafa G je
A(G) = maxyey dg(u). Graf G je r-regularan, r € N, ako je 6(G) = A(G) = .
Graf G je regularan ako postoji r € N tako da je G r-regularan graf.

Matrica susedstva. Matrica susedstva A = Ag grafa G = (V, E) je kvadratna
matrica ¢ije su vrste i kolone indeksirane skupom ¢vorova V' i vazi da je

1, wek
Au"’_{ 0, w¢kFkE

Matrica incidentnosti. Matrica incidentnosti M = Mg grafa G = (V, E) je
matrica ¢ije su vrste indeksirane skupom évorova V', a kolone su indeksirane
skupom grana F i vazi da je

1, vee
Mve_{ 0, véde

Izomorfizam grafova. Grafovi Gy = (Vi,E1) 1 G = (Va, Es) su izomorfni
ako postoji bijekcija f: V4 — Vi tako da je {u,v} € E; ako i samo ako je
{f(u), f(v)} € Ey. Ako su Gy i G5 izomorfni, onda pisemo G1 = Gs.

Automorfizam grafa. Automorfizam grafa G = (V, E) je izomorfizam grafa G
sa samim sobom, tj. svaka bijekcija f: V +— V tako da je {u,v} € E ako i samo
ako je {f(u), f(v)} € E.

Graf se naziva asimetrican ako je njegov jedini automorfizam identicko pre-
slikavanje (kada se svaki ¢évor slika u samog sebe).

Podgraf. Graf G’ = (V' E') je podgraf grafa G = (V, E) ako vazi V! C V i
E'CEN (‘2/) Graf G je nadgraf grafa G’ ako je G’ podgraf grafa G.

Ako je e € E, onda se sa G — e oznacava podgraf (V, E'\ {e}). Ako jee ¢ E,
onda se sa G + e oznacava nadgraf (V, E U {e}).

Indukovani podgraf. Graf G’ = (V' E') je indukovani podgraf grafa G = (V, E)
akovazi VCViE =EnN (‘2/) Za graf G’ se kaze i da je podgraf indukovan
podskupom évorova V.

Ako je S C V, onda se sa G — S oznacava podgraf indukovan podskupom
¢vorova V'\ S. Ako je S = {u}, tada se skraceno pise G — u.

Klika i nezavisan skup. Podskup C' C V évorova grafa G = (V, E) je klika ako
su svaka dva ¢vora x,y € C, x # y, susedna u G.

Podskup C' C V ¢vorova grafa G = (V) E) je nezavisan skup ako nikoja dva
¢vora z,y € C, x # y, nisu susedna u G.

Setnje medju cvorovima. Setnja W duzine k u grafu G = (V, E) je niz vy, e1,
v1, €3, Va2, ..., €, Vi Cvorova i grana tako da je e; = v;_1v; za i =1,2,... k.
Cvorovi vy i vy su krajnji cvorovi (krajevi) Setnje W, a kaze se i da je W Setnja
izmedju Eévorova vg i vg. Setnja je zatvorena ako je vg = vy.

Staza je Setnja u kojoj se nijedna grana ne ponavlja. Put je Setnja u kojoj
se nijedan ¢vor ne ponavlja. Ciklus (ili kontura) je zatvorena staza u kojoj se
nijedan ¢vor ne ponavlja, izuzev prvog i poslednjeg.
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Povezanost grafova. Cvorovi u i v grafa G su povezani ako u G postoji put
¢iji su krajnji ¢vorovi v i v. Graf G je povezan ako su svaka dva njegova ¢vora
povezana. Graf G je nepovezan ako G nije povezan. Komponente grafa G su
njegovi maksimalni povezani podgrafovi.

Graf G = (V, E) je povezan ako i samo ako za svaku particiju V = V; U Vs,
ViNnVy =0, V1, V5 # 0, postoji grana e € E koja spaja ¢vor iz Vi sa Evorom iz
Vo, tj. zakojuje [enVi|=11lenV;| =1.

Presecajuéi cvorovi i grane. Cvor v € V(G) grafa G zove se presecajuci cvor
(ili artikulacioni évor) ako G —v ima vise komponenti povezanosti od G. Grana
e € E(G) grata G zove se presecajuc¢a grana (ili most) ako G — e ima vise
komponenti povezanosti od G.

Rastojanje izmedju cvorova. Ako su ¢évorovi v 1 v grafa G povezani, tada je
rastojanje dg(u,v) od évora u do ¢vora v jednako duzini najkracéeg puta izmedju
¢vorova u i v. Ako &vorovi u i v nisu povezani, onda je rastojanje dg(u,v) = oo.

Dijametar D(G) grafa G = (V, E) je maxy, yev dg(u, v). Ekscentricitet eq(u)
¢vora u je maxyey dg(u,v). Radijus r(G) grafa G je min,cy eg(u). Centar grafa
G ¢ine ¢vorovi ¢iji je ekscentricitet jednak radijusu.

Bipartitnost. Graf G = (V, E) je bipartitan ako postoji particija skupa ¢vorova
V=V1UV,, V1 NV, =0, tako da za svaku granu e € F vaZi da ona spaja &vor
iz V1 sa ¢vorom iz Vs, tj. daje [enVi| =11ilenVy| =1.

Graf G je bipartitan ako i samo ako ne sadrzi cikluse neparne duzine.

Komplement. Komplement G grafa G = (V, E) je graf G = (V, (‘2/) \ E).

Zadaci

143. a) Postoji li graf sa stepenima ¢vorova 3, 3, 3, 3, 5, 6, 6, 6, 6, 6, 67

b) Postoji li bipartitni graf sa stepenima ¢vorova 3, 3, 3, 3, 3, 5, 6, 6, 6,
6, 6, 6, 6, 67

¢) Postoji li graf sa stepenima ¢vorova 1, 1, 3, 3, 3, 3, 5, 6, 8, 97

144. U ligi koja se sastoji od dve grupe sa po 13 timova u svakoj grupi, odrediti
da li je moguce napraviti raspored utakmica u sezoni tako da svaki tim
odigra devet utakmica protiv timova iz svoje grupe i ¢etiri utakmice protiv
timova iz suprotne grupe.

145. ~ Dokazati ili opovrgnuti:

a) Brisanje ¢vora najveéeg stepena ne moze da poveéa proseénu vrednost
stepena ¢vorova.

b) Brisanje ¢vora najmanjeg stepena ne moze da smanji prosecnu vrednost
stepena ¢vorova.

146. a) Dokazati da u svakom grafu postoje dva ¢vora istog stepena.
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b) Na sahovskom turniru svaki igrac je odigrao sa svakim drugim igra¢em
najviSe jednu partiju. Dokazati da u svakom trenutku na turniru postoje
bar dva igraca koji su do tog trenutka odigrali isti broj partija.

T U grafu sa n ¢vorova svi stepeni su razliciti izuzev stepena s koji se
pojavljuje dva puta. Odrediti s.

~ Ispisati sve moguce matrice susedstva za put sa tri ¢vora i ciklus sa tri
cvora.

~ Ispisati bar jednu matricu susedstva za grafove K,, i Ky, n, m,n € N.

a) Pronadi izomorfizam izmedju slede¢ih grafova:

o &

b) Dokazati da su oba grafa izomorfna sa slede¢im grafom: skup ¢vorova
je ({1’2’2‘"’5}), a dva ¢vora {i,j} 1 {k,l} su susedna, i,75, k,l € {1,2,...,5},
ako i samo ako je {i,5} N {k,l} = 0. Zajednitko ime za ove grafove je
Petersenov graf.

Dokazati da su grafovi na slici medjusobno neizomorfni.

W W W

Naéi sve neizomorfne grafove sa stepenima ¢vorova 6, 3, 3, 3, 3, 3, 3.
Dokazati da nijedan takav graf nije izostavljen!

Nagéi sve neizomorfne 4-regularne grafove sa 7 ¢vorova.

Koliko grafova na skupu évorova {1,2,...,2n} je izomorfno sa grafom koji
se sastoji od n disjunktnih grana {1,2},{3,4},...,{2n —1,2n}?

Za n € N nadi broj automorfizama grafova: a) P,; b) Cy; ¢) K.

a) Dokazati da ne postoji asimetrican graf G za koji je 2 < |V(G)| < 5.
b) Naéi primer asimetri¢nog grafa sa bar 6 ¢vorova.

c¢) Naéi 3-regularan asimetrican graf.
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Dokazati da graf ¢iji su svi ¢vorovi parnog stepena ne sadrzi most.
Koliko najvise grana ima graf sa n ¢vorova i k komponenti povezanosti?

a) Ako graf G ima n ¢vorova, n > 3,1 §(G) > "771, tada je G povezan.
b) Pretpostavimo da je G graf sa najveéim stepenom [n/2] i najmanjim
stepenom |[n/2| — 1. Dali je G povezan graf? ([a] je najmanji ceo broj
vedi ili jednak od a; || je najveéi ceo broj manji ili jednak od «).

Ako je u grafu sa n ¢vorova broj grana veéi od (n — 1)(n — 2)/2, dokazati
da je graf povezan.

Neka su dy < --- < d,, stepeni ¢vorova grafa G. Dokazati da je G povezan
graf ako je di > k za svako k <n —1—d,.

Uputstvo. Posmatrati komponentu grafa G koja ne sadrzi neki ¢vor najveéeg
stepena.

Ako je 6(GQ) > 2, dokazati da G sadrzi ciklus.
Ako je §(G) > 2, dokazati da G sadrzi ciklus duzine bar §(G) + 1.
Ako je 6(GQ) > 3, dokazati da G sadrzi ciklus parne duzine.

* Dokazati da za svaki graf G postoji A(G)-regularan graf H, takav da je
G indukovan podgraf u H.

Uputstvo. Uzeti dovoljan broj kopija grafa G i spojiti granama odgovarajuce
cvorove. . .

Neka je X skup od n elemenata (n > 1). Neka skup svih nepraznih pod-
skupova skupa X predstavlja skup ¢vorova grafa GG, pri ¢emu su dva ¢vora
iz G spojena granom ako i samo ako je presek odgovarajuc¢ih podskupova
skupa X prazan. Odrediti broj ¢vorova i broj grana grafa G.

n-dimenzionalna kocka Q,, je graf ¢iji je skup ¢évorova skup svih uredjenih
n-torki (ai,as,...,a,) gde a; € {0,1}. Dva évora su susedna ako i samo
ako se odgovarajuce n-torke razlikuju u ta¢no jednoj koordinati. Dokazati
da za n-dimenzionalnu kocku @Q,, vaze slede¢a tvrdjenja:

(a) @, je n-regularan graf;
(b) [V(Qn)| =2, |E(Qn)| =n -2
(c) @, je bipartitan graf;

a

(d) Q. je povezan graf.

Neka je G graf ¢iji je skup ¢vorova skup svih n-torki sa koordinatama u
{0,1}, pri ¢emu su dva ¢vora susedna ako se razlikuju u dve koordinate.
Odrediti broj komponenti grafa G.

~ Ako bipartitan graf ima n ¢vorova i e grana, dokazati da je e < %2.
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~ Odrediti najveci broj grana u bipartitnom podgrafu grafa:
a) P,, n>2.
b) Cp, n > 2.
c) Kp,n>2.

U grafu na slici odrediti bipartitni podgraf sa najveéim brojem grana.
Dokazati da svaki drugi bipartitni podgraf ima manji broj grana od njega.

* Svaki graf G sadrzi bipartitni podgraf sa bar e¢(G)/2 grana.

a) Dokazati da za funkciju rastojanja d(u,v) izmedju ¢vorova grafa G vazi
nejednakost trougla: d(u,v) + d(v, w) > d(u,w).

b) Dokazati da je dijametar grafa G manji ili jednak dvostrukom radijusu
grafa G.

c¢) Ako su dati prirodni brojevi r i d za koje vazi r < d < 2r, dati primer
grafa sa radijusom r i dijametrom d.

Uputstvo. Konstruisati odgovarajuéi graf sa jednim ciklusom . ..

Neka je G graf sa bar 6 ¢vorova. Dokazati da bar jedan od grafova G, G
sadrzi trougao.

~ Za svaki graf G, bar jedan od grafova G i G je povezan.

Ako je dijametar grafa G veéi od 3, tada je dijametar komplementa G
manji od 3. Dokazati.

Graf izomorfan sa svojim komplementom naziva se samokomplementaran
graf. Dokazati da je broj ¢vorova u samokomplementarnom grafu oblika
4k ili 4k + 1.

Neka je G samokomplementaran graf sa n ¢vorova, gde je n =1 (mod 4).

Dokazati da G sadrzi ¢vor stepena ”Tfl

Neka je G neprazan graf sa bar jednom granom, u kojem svaka dva ¢vora
istog stepena nemaju zajednickih suseda. Dokazati da G sadrzi ¢vor ste-
pena 1.

Pretpostavimo da je G povezan graf koji ne sadrzi indukovani podgraf sa
Cetiri ¢vora izomorfan sa putem ili ciklusom. Dokazati da G sadrzi ¢vor
susedan sa svim ostalim ¢vorovima.
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181. U skupu od n, n > 4, osoba medju svake ¢etiri osobe postoji jedna koja
se poznaje sa preostale tri. Dokazati da u tom skupu postoji osoba koja
poznaje sve osobe.

182. Na zabavi kod prof. Mozgica ucestvuje n bra¢nih parova. Nijedna osoba
se nije rukovala sa svojim bra¢nim drugom, a pritom se svih 2n — 1 osoba,
osim prof. Mozgi¢a, rukovalo sa razli¢itim brojem osoba. Sa koliko osoba
se rukovala zena prof. Mozgica?

3.2 Stabla

Stablo © suma. Povezani graf bez ciklusa naziva se stablo. Graf koji ne sadrzi
cikluse, tj. graf Cija je svaka komponenta povezanosti stablo, naziva se suma.

Listovi stabla. Cvor stepena 1 u grafu G naziva se list. Ako je G stablo sa bar
dva ¢vora, tada G sadrzi bar dva lista.

Ekvivalentne karakterizacije. Sledeé¢i uslovi su ekvivalentni za graf G sa n
cvorova:

a) G je povezan graf i ne sadrzi cikluse;

b) G je povezan graf i ima n — 1 granu;

¢) G ne sadrzi cikluse i ima n — 1 granuy;
)

d) Za svaki par évorova u,v € V(G) postoji tactno jedan put izmedju u i v
u G

e) G ne sadrzi cikluse, dok G + e sadrzi ta¢no jedan ciklus za svako e €

(%) \E(@G).

Centar stabla. Centar stabla se sastoji od jednog ili dva susedna ¢vora, a dobija
se istovremenim uklanjanjem svih listova stabla i ponavljanjem ovog postupka
dok ne ostane najvise dva ¢vora pocetnog stabla.

Razapinjuéi podgraf. Razapinjudéi podgraf grafa G = (V| E) je podgraf oblika
(V,E"), E' C E. Razapinjule stablo je razapinjuéi podgraf koji je stablo, a
razapinjuca Suma je razapinjuéi podgraf koji je Suma.

Kejlijeva teorema. Broj razapinju¢ih stabala kompletnog grafa K,, n € N,
jednak je n™ 2.

Teorema o matricama i stablima. Neka je A matrica susedstva grafa G sa
skupom ¢vorova V(G) = {v1,v2,...,v,}. Neka je D dijagonalna matrica sa
D;; = dg(v;) 1 neka je L = D — A Laplasova matrica grafa G. Za proizvoljne
s,t € {1,2,...,n} broj razapinju¢ih stabala ¢t(G) grafa G jednak je (—1)*%! puta
determinanta matrice koja se dobija brisanjem vrste s i kolone ¢ iz matrice L.
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Parni skup grana. Neka je G = (V, E) dati graf. Podskup E’ C FE zove se
parni skup grana ako su stepeni svih ¢vorova podgrafa (V, E’) parni. Podskup

E’ je parni skup grana ako i samo ako postoje medjusobno disjunktni ciklusi
C1,Cy,...,Citakodaje B =C1;UCyU---UC,.

Vektorski prostor ciklusa. Neka je G = (V, E) dati graf sa skupom grana E =

{e1,ea,...,em}. Svakom podskupu A C E pridruzujemo karakteristi¢ni vektor
va = (v1,02,...,0y) tako da je
v — 1, e,€A
v 0, €; ¢ A

Neka je £ skup karakteristi¢nih vektora parnih skupova grana grafa G. Skup
& je vektorski prostor nad dvoelementnim poljem GFj.

Neka je T = (V, E’) proizvoljna razapinjuéa suma grafa G. Za svaku granu
e € E\ E', neka C. oznacava (jedinstveni) ciklus sadrzan u grafu (V, E' U {e}).
Tada karakteristicni vektori ciklusa C, e € E\ F’, ¢ine bazu vektorskog prostora
&, pri ¢emu za paran skup grana A vazi

VA = E Ve, .

e€c A\E’

Ciklusi C,, e € E\ E’ zovu se fundamentalni (ili elementarni) ciklusi za
razapinju¢u Sumu 7. Dimenzija vektorskog prostora £ se zove ciklomaticki broj
grafa G i jednaka je |[E|— |V |+k, gde je k broj komponenti povezanosti grafa G.
Zadaci

183. ~ Nacrtati sva stabla sa skupom ¢vorova {1, 2, 3,4}, kao i sva neizomorfna
stabla sa 6 ¢vorova.

184. ~ Nagdi dva neizomorfna stabla sa istim nizom stepena ¢vorova.

185. = Ako je T stablo za koje vazi A(T) > k, tada T ima bar k listova.
Dokazati.

186. Neka je T stablo sa tacno k — 1 ¢vorova koji nisu listovi, sa po jednim
¢vorom stepena i za svako 2 < i < k. Odrediti broj ¢vorova stabla T

187. Neka je T stablo u kome svaki ¢vor koji je susedan sa listom ima stepen
bar 3. Dokazati da T ima par listova sa zajednickim susedom.

188. Dokazati da je niz prirodnih brojeva (dy,ds,...,d,) niz stepena nekog
stabla ako i samo ako je dy +ds + --- + d,, = 2n — 2.

189. Neka je T stablo sa n ¢vorova, n > 2. Za prirodan broj i, neka p; oznacava
broj ¢vorova stepena ¢ u stablu T. Dokazati da je

PL—p3—2ps— - —(n—3)pp_1 =2.
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Kralj Songabonga je imao 4 sina, 10 od njegovih mugkih potomaka su imali
po 3 sina svaki, 15 od njegovih muskih potomaka su imali po 2 sina svaki,
dok su svi ostali umrli bez dece. Ako je poznato da kralj Songabonga nije

imao zenskih potomaka, koliko je ukupno muskih potomaka imao ovaj
kralj?

Dokazati da svako od sledeca dva svojstva karakteriSe Sume:
a) svaki indukovani podgraf sadrzi ¢vor stepena manjeg ili jednakog 1.

b) svaki povezani podgraf je indukovani podgraf.

Neka je n > 3. Dokazati da je graf G sa n ¢vorova stablo ako i samo ako
G nije izomorfan sa kompletnim grafom K, i dodavanjem bilo koje nove
grane izmedju ¢vorova u G nastaje ta¢no jedan ciklus.

Povezani podgrafovi G; i G2 nekog stabla imaju neke zajednicke grane.
Neka je G5 graf ¢ije su grane zajednicke grane grafova G1 i G, a ¢vorovi
krajevi zajednickih grana. Dokazati da je G5 povezan graf.

Podstablo stabla T je podgraf stabla T" koji je stablo. Neka je 7 dati skup
podstabala stabla T, tako da svaka dva podstabla iz 7 imaju neprazan
presek. Dokazati da je tada Nge7.S takodje neprazan.

Ako je G Ssuma sa tac¢no 2k, k > 1, ¢vorova neparnog stepena, tada G
sadrzi k granski disjunktnih puteva Py, Ps, ..., Py, takvih da je E(G) =
E(P)UE(P)U---UE(P).

Ako je T stablo sa k grana i G graf za koji vazi §(G) > k, tada je T
podgraf G.

T Neka je S stablo sa listovima {x1,23,...,2,}, a T stablo sa listovima
{y1,92,...,ur}. Neka je takodje ds(x;,z;) = dr(y;,y;) za svaki par i, j.
Dokazati da su stabla S i T izomorfna.

Ako su T i T razapinjuca stabla povezanog grafa G i ako je e € E(T) \
E(T"), tada postoji grana e’ € E(T") \ E(T), tako dasu T —e + €' i
T’ — €’ + e razapinjuca stabla grafa G.

Odrediti ciklomaticki broj grafa G ako je G: a) K, b) K, , ¢) povezan
regularan graf stepena 3 sa n ¢vorova.

Dokazati da je ciklomaticki broj grafa jednak zbiru ciklomatickih brojeva
njegovih komponenti povezanosti.

Neka je H podgraf grafa G i neka G ima n ¢vorova, m grana i p komponenti
povezanosti. Ako H sadrzi granu iz svake konture grafa GG, dokazati da je
broj grana u grafu H najmanje m — n + p.

Odrediti broj neizomorfnih, kao i ukupan broj razapinjucéih stabala grafa
sa slike.
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Odrediti broj neizomorfnih, kao i ukupan broj razapinjuc¢ih stabala grafa
sa slike.

Dokazati da je broj razapinjucih stabala kompletnog grafa sa n ¢vorova iz
koga je obrisana jedna grana jednak (n — 2)n"~3.

Da li graf na slici moze da se predstavi kao unija granski-disjunktnih raza-
pinjuéih stabala? A kao unija izomorfnih granski-disjunktnih razapinjuéih
stabala?

Cvorovi grafa G su iskljucivo stepena 3 ili 4. Koliko ima &vorova stepena 3,
ako GG moze da se razlozi na dva razapinjuca stabla?

T Ako graf G ima k granski disjunktnih razapinjuéih stabala, tada za
svaku particiju V(G) = ViUV U---UV,, V;NV; = 0, broj grana ¢iji su
krajevi u razlicitim klasama je bar k(s — 1). Dokazati.

* Neka su vy, vo, ..., v, dati évorovi i dq, do, ..., d, dati brojevi tako

da je Y7 d; = 2n — 2. Dokazati da je broj stabala sa skupom ¢vorova

{v1,v2,...,v,} takvih da ¢vor v; ima stepen d;, i = 1,2,...,n, jednak
(n—2)!

(dy — D(dg — 1)+ (d,, — 1)V
Koris¢enjem multinomijalne teoreme dokazati Kejlijevu formulu.

Nadéi broj stabala sa skupom ¢vorova {v1,...,v,} u kojima svaki ¢vor ima
stepen 1 ili 3.
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3.3 Ojlerovi i Hamiltonovi grafovi

Ojlerovi grafovi. Zatvorena staza koja prolazi kroz sve grane grafa GG naziva
se Ojlerova kontura. Staza, koja nije zatvorena i koja prolazi kroz sve grane
grafa G, naziva se Ojlerov put. Graf G je Ojlerov ako sadrzi Ojlerovu konturu.

Karakterizacija Ojlerovih grafova. Graf G je Ojlerov ako i samo ako je povezan
i svaki ¢vor ima paran stepen.

Hamiltonovi grafovi. Ciklus koji prolazi kroz sve ¢vorove grafa G naziva se
Hamiltonova kontura. Put koji prolazi kroz sve ¢vorove grafa G naziva se
Hamiltonov put. Graf G = (V, E) je Hamiltonov ako sadrzi Hamiltonovu kon-
turu.

Potrebni uslovi da je graf Hamiltonov. Ako G sadrzi Hamiltonovu konturu,
tada za svaki podskup S C V graf G — S ima najvise |S| komponenti.

Dovoljni uslovi da je graf Hamiltonov.
Posina teorema. Neka graf G ima n ¢vorova, n > 3, i neka w(d) oznacava

broj ¢évorova stepena najvise d. Ako za svako d, 1 < d < "2, vazi w(d) < d i,

K
ako je m neparno, vazi i w("T_l) < ”T_l, tada je G HamiltonQov graf.
Oreova teorema. Ako G ima n ¢évorova, n > 3, i za svaki par nesusednih
¢vorova u,v € V(G) vazi d(u) + d(v) > n, tada je G Hamiltonov graf.
Dirakova teorema. Ako G ima n ¢vorova, n > 3,1 6(G) > Z, tada je G

2
Hamiltonov graf.

Zadaci

210. Koji od grafova sa slike su Ojlerovi grafovi?

211. ~ Dokazati ili opovrgnuti: Ne postoji povezan Ojlerov graf koji ima paran
broj ¢vorova i neparan broj grana.

212. ~ Dokazati ili opovrgnuti: Ako je G Ojlerov graf sa granama e i f koje
imaju zajednicki ¢vor, tada G sadrzi Ojlerovu konturu u kojoj se e i f
pojavljuju jedna za drugom.

213. Ako je G Ojlerov graf, dati potreban uslov da i njegov komplement G bude
Ojlerov graf.
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214. Povezan graf G je Ojlerov ako i samo ako se njegov skup grana moze
razbiti na konture, G = C; UCy U+ - - U Cy, tako da je E(C;) N E(C;) = 0.
Dokazati.

215. Graf G sadrzi Ojlerov put ako i samo ako ima ta¢no nula ili dva ¢vora
neparnog stepena.

216. Koji od grafova sa slike su Hamiltonovi grafovi?

217. ~ Dokazati da K, ,, ima n!(n — 1)!/2 Hamiltonovih ciklusa.

218. Dokazati da je, za n > 1, graf K, 2, 3, Hamiltonov, dok K, 25 3n+1 nije
Hamiltonov graf.

219. Dokazati da je n-dimenzionalna kocka @,, (za definicije videti zadatak 167)
Hamiltonov graf za svako n > 2.

220. Dokazati da Petersenov graf nije Hamiltonov.

221. — Ako G sadrzi Hamiltonov put, tada je za svako S C V(G) broj kompo-
nenti grafa G — S najvise |S| + 1.

3.4 Sparivanja u bipartitnim grafovima

Sparivanje évorova. Sparivanje u grafu G = (V, E) je skup medjusobno dis-
junktnih grana M, M C E. Sparivanje M sparuje skup ¢vorova U, U C V', ako
je svaki évor iz U kraj neke od grana iz M. Cvorovi koji nisu krajevi nijedne
grane iz M zovu se nespareni ¢vorovi. Sparivanje M je savrseno ako M sparuje
skup V.

Naizmenicni i wveéavajuci putevi. Put P je naizmenican za sparivanje M grafa
G = (V, E) ako pocinje u nesparenom ¢voru i zatim, naizmeniéno, sadrzi grane
iz E\M i M. Naizmeniéni put P je uvedavajudi za sparivanje M ako se zavrsava
u nesparenom ¢voru i sadrzi neparan broj grana.

Sparivanje u grafu G je maksimalno ako i samo ako u G ne postoji
uvecavajuéi put za sparivanje M.

Kenih-Egervari teorema. Cuvorni pokrivac grafa G je skup évorova U, U C
V(G) tako da svaka grana grafa G ima bar jedan kraj u U.
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Ako je G bipartitni graf, tada je broj grana u najveéem sparivanju grafa G
jednak broju ¢vorova u najmanjem ¢vornom pokrivacu grafa G.

Okolina skupa cvorova. Za graf G = (V, E) i skup évorova S C V, neka je
okolina N¢(S) data pomoéu
Na(S) = | Na(w),

ues

gde je Ng(u) okolina ¢vora w.

Holov uslov. Konacan bipartitan graf G sa particijom ¢vorova V(G) = X UY,
ima savrSeno sparivanje ako i samo ako vazi

INc(S)| > |S| za svako S C X.

Deficijencija. Deficijencija d(G) bipartitnog grafa G je

d(G) = max|S| ~ NG (S)].

Najveée sparivanje koje sadrzi bipartitni graf G ima |X| — d(G) grana.

Transverzale. Neka je & = {S;: ¢ € I} familija skupova. Skup T se zove
transverzala familije S ako postoji bijekcija ¢: I +— T tako da je t(i) € S; za
svako i € I.

Familiji S se pridruzuje bipartitni graf Gs sa skupom ¢vorova SU (|JS) i
skupom grana

{(t,S): tel S Ses,test

Tada je skup T transverzala familije S ako i samo ako postoji bijekcija t: I — T
tako da skup uredjenih parova (¢(4),S;), @ € I, predstavlja sparivanje grafa Ggs
koje sparuje ¢vorove iz S.

Zadaci

222. Dokazati da graf na slici nema savrseno sparivanje.

X1 X2 X3 X4 X5

» y2 y3 y4 ys

223. Neka je M sparivanje oznaceno debljim linijama u grafu na prethodnoj
slici.

a) Naéi uveéavajuéi put za M koji pocinje u évoru xs.
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b) Pomocéu nadjenog uveéavajuéeg puta konstruisati sparivanje M’ sa
|M’| = 4.
c) Proveriti da li postoji uveéavajuéi put za M’.

d) Da li je M’ najvede sparivanje?
Nadéi 3-regularan graf koji nema savrseno sparivanje.
Dokazati da stablo ima najvise jedno savrSeno sparivanje.

U skupu od 2n osoba, n > 2, svaka osoba poznaje bar jednu od ostalih
osoba i medju svake tri osobe postoje dve osobe koje se poznaju. Dokazati
da se ovaj skup moze razbiti na n parova, tako da svaki par ¢ine poznanici.

a) Dokazati da svaki k-regularni bipartitni graf ima savrseno sparivanje.

b) Neka svaki od nekoliko studenata ima spisak od k knjiga koje zeli da
pozajmi iz biblioteke. Neka se takodje svaka knjiga nalazi na tacno k
spiskova. Dokazati da je moguce organizovati istovremeno pozajmljivanje
knjiga tako da svako od studenata pozajmi jednu knjigu sa svog spiska.

Neka je G bipartitan Hamiltonov graf i u,v € V(G). Dokazati da G—u—v
sadrzi savrseno sparivanje ako i samo ako su u i v u suprotnim klasama
biparticije G.

Primeniti ovo tvrdjenje da se dokaze da 8 x 8 Sahovska tabla iz koje su
uklonjena dva jedini¢na polja moze da se pokrije dominama 2 x 1 ako i
samo ako su uklonjena polja bila obojena razli¢itim bojama.

Neka je S familija skupova {a,b,l,e}, {l,e,s,t}, {s,t,a,b}, {s,a,l, e},
{t,a,l,e}, {s,a,l,t}. Naéi transverzalu familije S.

Dokazati da familija skupova {a,m}, {a,r, e}, {m,a,r, e}, {m,a,s,t, e ,r},
{m, e}, {r,a,m} nema transverzalu.

Neka je S = {a,d,i,m,o0,7,s,t} i neka je S familija podskupova {r, 0, a,d},
{r,i,0,t}, {r,i,d, s}, {s,t,a,r}, {m,o0,a,t}, {d,a,m,s}, {m,i,s,t}. Doka-
zati da je svaki 7-podskup skupa S transverzala familije S.

Dokazati da slede¢a beskonacna familija zadovoljava Holov uslov, ali da
nema transverzalu:
Xo=11,2,3,...},

X1 ={1},X.={1,2},..., X; ={1,2,...,i},...

3.5 Jaca povezanost

U ovoj sekciji se bavimo problemima kada povezani graf ostaje povezan i nakon
brisanja nekih ¢vorova ili grana. Takve vrste povezanosti grafa nazivamo jednim
imenom jaca povezanost.
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A-B put. Za date skupove ¢évorova A i B, put P = g, x1, ..., T} Se naziva
A-B put ako je V(P)NA ={zo} i V(P)NB = {x}}.

Nezavisni putevi. Putevi u grafu su nezavisni ako nemaju zajednickih ¢vorova,
izuzev krajnjih ¢vorova.

H-put. Za dati graf H, put P se naziva H-put ako jedino krajevi puta P
pripadaju H.

Rastavljanje ¢vorova. Ako je A,B CV(G)i X CV(G)UE(G), tako da svaki
A-B put u grafu G sadrzi ¢vor ili granu iz X, tada se kaze da X rastavlja skupove
AiBugG.

Cvorna povezanost. Graf G = (V, E) je k-povezan, k € N, ako je k < |V i za
svaki podskup X C V |X| < k vazi da je graf G — X povezan. Najvedi prirodan
broj k tako da je graf G k-povezan naziva se (¢vorna) povezanost k(G) grafa G.

Granska povezanost. Graf G = (V,E) je l-granski-povezan, [ € N, ako je
I < |E| iza svaki podskup Y C E, |Y| < [ vazi da je graf G — Y povezan.
Najveéi prirodan broj [ tako da je graf G I-granski-povezan naziva se granska
povezanost A\(G) grafa G.

Blok graf. Maksimalni povezani podgraf koji nema presecajuce ¢vorove naziva
se blok grafa G.

Neka je A skup svih presecaju¢ih ¢vorova grafa G i B skup svih blokova
grafa G. Blok graf grafa G je graf sa skupom ¢vorova A U B i skupom grana
{(a,B): a€ A,B € B,a € B}.

Struktura 2-povezanih grafova. Graf G je 2-povezan ako i samo ako G moze da
se dobije polazedi od ciklusa uzastopnim dodavanjem H-puteva u veé¢ konstru-
isani grafove H.

Mengerova teorema. Neka je G = (V, E) graf i A, B C V. Tada je najmanji
broj ¢évorova koji rastavljaju A i B u G jednak najveé¢em broju disjunktnih A-B
puteva u G.

Opsta verzija Mengerove teoreme. Graf je k-povezan ako i samo ako sadrzi k
nezavisnih puteva izmedju svaka dva ¢vora.

Graf je [-granski-povezan ako i samo ako sadrzi | granski-disjunktnih puteva
izmedju svaka dva ¢vora.

Zadaci

233. Neka je G povezan grafia,b € V(G). Neka skup ¢vorova X C V(G)\{a, b}
rastavlja ¢vorove a i b u G. Kaze se da X minimalno rastavlja a i b ako
nijedan pravi podskup od X ne rastavlja a i b u G.

a) Dokazati da X minimalno rastavlja a i b ako i samo ako svaki ¢vor
iz X ima suseda u komponenti C, grafa G — X koja sadrzi a i suseda u
komponenti Cj, grafa G — X koja sadrzi b.
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b) Neka je X' C V(G)\ {a, b} drugi skup koji rastavlja a i b, i neka su C/,
i C} definisani na analogan nacin. Dokazati da tada i skupovi

Y,=(XNC)HUXnNX)u(X'nC,)

YV, =(XNCHUu(XnX)HU(X' NGCy)

rastavljaju ¢vorove a i b (videti sliku).

X X

c) Dali Y, i Y3 minimalno rastavljaju a i b ako X 1 X’ minimalno rastav-
ljaju a i b?

Dokazati da je blok graf svakog povezanog grafa stablo.

Dokazati da je “grane e i f su jednake ili leze na istom ciklusu” relacija
ekvivalencije.

Dokazati da su sledeéa tvrdjenja ekvivalentna:

a) G je 2-povezan graf;

b) svaka dva ¢vora grafa G leze na istom ciklusu;

c) svake dve grane grafa G leZe na istom ciklusu i G' ne sadrzi izolovane

¢évorove.

Dokazati Vitnijeve nejednakosti: x(G) < A(G) < 0(G) za svaki graf G sa
bar tri ¢vora.

Odrediti ¢vornu i gransku povezanost:

(a) stabla;
(b) kompletnog grafa K,;
(¢) kompletnog bipartitnog grafa K, ,;

(d) kompletnog k-partitnog grafa K,

----- ng -

T Odrediti évornu i gransku povezanost n-dimenzionalne kocke Q,, (videti
zadatak 167).

— . . -~ . . l
.~ Ako je G I-granski-povezan graf sa n ¢vorova, dokazati da je |E(G)| > .
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241. Ako je G graf sa n évorova, n > 2,1 6(G) > =2k < p, dokazati da je
G k-povezan graf.

242. ~ Postoji li funkcija f: N — N tako da je, za svako k € N, svaki povezani
graf sa najmanjim stepenom ¢évora k bar f(k)-povezan?

243. Neka je k > 2. Dokazati da u k-povezanom grafu svakih k ¢vorova lezi na
istom ciklusu.

244. Neka je k > 2. Dokazati da svaki k-povezani graf sa bar 2k ¢vorova sadrzi
ciklus duzine bar 2k.

3.6 Spektar grafa

Spektar grafa. Sopstvene vrednosti matrice A su brojevi A takvi da jednacina
Axz = Az ima nenula resenje za vektor x, u kom slucaju je reSenje x odgovarajuéi
sopstveni vektor. Sopstvene vrednosti grafa G su sopstvene vrednosti njegove
matrice susedstva A. U tom slucaju, A je simetricna matrica i ima realne
sopstvene vrednosti i sopstvene vektore i jednacina Ax = Ax moze da se napiSe
i u obliku sistema
Ar; = Z Tj, xS V(G)
{i.J}€E(G)

Sopstvene vrednosti su koreni karakteristicnog polinoma
$(G;A) = det(\ — A) = JJ(A = x).

Spektar grafa G je skup sopstvenih vrednosti zajedno sa njihovim visestruko-
stima. Sopstvena vrednost je prosta ako je njena viSestrukost jednaka 1.

Spektri posebnih klasa grafova. Graf bez grana K ,, ima karakteristi¢ni polinom
Y(Kn; \) = A", pa se njegov spektar sastoji od n brojeva svih jednakih 0.
Kompletni graf K, ima karakteristi¢ni polinom (K ,;\) = (A—n+1)(A+
1)~ ! i njegov spektar se sastoji od broja n — 11in — 1 brojeva jednakih —1.
Kompletan bipartitni graf K, ,, ima karakteristi¢ni polinom ¢ (K, n; A) =
(A2 —mn)A™T"=2 i njegov spektar se sastoji od brojeva /mn, —y/mn i m+n—2
brojeva jednakih 0.
Spektar ciklusa C,, sastoji se od brojeva 2 cos %, i=1,2,...,n.
T
n+1?

Spektar puta P, sastoji se od brojeva 2 cos i=1,2,...,n.

Broj setnji izmedju ¢vorova. Neka je A matrica susedstva grafa G. Tada je
broj $etnji duzine k izmedju évorova i i j jednak elementu (i, j) matrice A*.
Broj zatvorenih Setnji u grafu. Ako su Aq,Ag,..., A\, sopstvene vrednosti

grafa G, tada je broj zatvorenih Setnji duzine k u grafu G jednak ) ., Ak,

Povezanost. Neka je A najveca sopstvena vrednost grafa G. Graf G je povezan
ako i samo ako je A prosta sopstvena vrednost i postoji sopstveni vektor za A
¢ije su sve koordinate pozitivne.
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Bipartitnost. Graf G je bipartitan ako i samo ako je za svaku sopstvenu vred-
nost A grafa GG broj —\ takodje sopstvena vrednost grafa G.

Povezan graf G je bipartitan ako i samo ako je za najveéu sopstvenu vrednost
A grafa G broj —A takodje sopstvena vrednost grafa G.

Najveéa sopstvena vrednost podgrafa. Neka je G graf sa najveéom sopstvenom
vrednoséu Ag i H podgraf grafa G sa najve¢om sopstvenom vrednoSéu Ap.
Tada vazi Ag > Ag.

Teorema o preplitanju. Neka je G graf sa n ¢vorova i sopstvenim vrednostima
A1 > Ay > --- > \,, a H indukovani podgraf grafa G sa m ¢vorova i sopstvenim
vrednostima g1 > po > -+ > ly,. Tada za svako ¢ =1,2,...,m vazi

Ai 2 Wi Z An—meti-

Rejlijev odnos. Neka graf G ima n ¢évorova, matricu susedstva A i najveéu
sopstvenu vrednost A. Tada je

A=sup {2TAz : 2 e R", [z =1}

—sup {2 Y wuw,: €R"[a] =11,
{u,v}€E(G)

pri ¢emu se supremum dostize kada je x sopstveni vektor koji odgovara A.

Granice za najveéu sopstvenu vrednost. Za mnajveéu sopstvenu vrednost A
grafa G vazi 6(G) < A < A(G).

Ako je G regularan graf, tada je A = A(G) = §(G), a A ima sopstveni vektor
¢ije su sve koordinate jednake.

Zadaci

245. Neka su A1, Ag, ..., A, sopstvene vrednosti grafa G.
a) Izraziti broj grana i broj trouglova u grafu G pomoéu A1, Ag, ..., As.
b) Neka je o broj ciklusa duzine k u G. Neka su Ly = Y1 A\F i Dy, =

K3
Zuev(c) d* sume k-tih stepena sopstvenih vrednosti i stepena évorova.

Izraziti 04 pomoéu Ly i Dy.

246. a) Naéi povezani graf sa m Evorova za koji svaki od stepena A!, A2,
... njegove matrice susedstva sadrzi elemente jednake nuli.

b) Neka je G graf sa n ¢vorova, A njegova matrica susedstva i I, jediniéna
matrica dimenzije n. Dokazati da je G povezan graf ako i samo ako u
matrici (I + A)"~! nijedan element nije jednak 0.

247. * Neka je G graf sa skupom ¢vorova {1,2,...,n} i neka Ni(i,j) oznacava
broj Setnji duzine k u G koje spajaju ¢vorove i i j. Ako je odgovarajuca
funkcija generatrise w;; = Y oo Ni(i,j)tF 1 W = (w;;), tada je W =
(I —tA)~L.
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Ako 3-regularan graf G ima sistem disjunktnih podgrafova, od kojih je
svaki izomorfan grafu na slici, i koji pokriva sve ¢vorove, tada je 0 sop-
stvena vrednost grafa G.

a) Ako je poznat spektar regularnog grafa G, odrediti spektar njegovog
komplementa G.

b) Odrediti spektar kompletnog p-partitnog grafa sa m ¢vorova u svakom
delu.

a) Nezavisni skup ¢vorova u grafu G je skup évorova u kome izmedju
svaka dva ¢vora ne postoji grana. Dokazati da najveéi broj ¢vorova a(G)
nezavisnog skupa ¢vorova grafa G zadovoljava

a(G) < po +min{p_,p+ },
gde p_, po, p+ oznacavaju broj sopstvenih vrednosti grafa G koje su manje,
jednake, odnosno vece od 0, redom.

b) Nekap_, p_1 ipJ_r1 oznacava broj sopstvenih vrednosti grafa G koje su
manje, jednake, odnosno veée od —1, redom. Ako w(G) oznacava najveéi
broj ¢vorova u kompletnom podgrafu grafa G, onda je

w(G) <min{p”; +p_1 + 1L, p_1 +pF, M\ + 1}

~ Ako je A najveca sopstvena vrednost grafa G. dokazati da je \/A(G) <
A.

Neka je A najveca sopstvena vrednost grafa G sa n ¢vorova.

.S > d . .
a) Neka je d = =u<X@D " — 2¢ grednja vrednost stepena &vorova.

Dokazati da je d < A.
b) Dokazati da jednakost d = A vazi ako i samo ako je G regularan graf.

¢) Neka su A\; = A, Ag, ..., A, sopstvene vrednosti grafa G. Dokazati da
je G A-regularan graf ako i samo ako je

1 n

Ako G ima n ¢vorova, e grana i najveéu sopstvenu vrednost A, dokazati
daje A < /2e(1—1).
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Glava 4

Resenja zadataka

1. Neka je n broj mladi¢a, a m broj devojaka u grupi. Tada je m + n = 26.
Poznanstvo je simetricna relacija, pa kako svaki mladi¢ poznaje tacno 8
devojaka, a svaka devojka tatno 5 mladi¢a, ukupan broj poznanstava je
8m = bn. ReSavanjem dobijenog sistema jednacina, zaklju¢ujemo da u
grupi ima 16 devojaka i 10 mladica.

2. a) Neka su Ay,..., Ay dati podskupovi. Svaki od elemenata iz skupa
{1,2,...,8} se nalazi u ta¢no tri od datih podskupova. To znaci da je
Zle |A;] = 24. Kako svaki skup ima ta¢no 4 elementa, dobijamo da
ukupno ima 6 skupova.

Primer takve familije podskupova je
{A1, Ag, Az, Ay, As, Ag} =
{{1,2,3,4},{2,3,4,5},{2,3,5,6},{1,4,7,8},{5,6,7,8},{1,6,7,8} }.

b) Ako bi Aj,..., A bili trazeni skupovi, vazilo bi Zf:l |A;| = 40, sto
nije deljivo sa 3, tj. ne moze svaki od skupova da ima ta¢no 3 elementa.

3. Kako je 60000 = 2°-3-5%, to je svaki broj oblika d = 21 -3%2.5%3 gde vazi
ap € {0,...,5}, as € {0,1} i a3 € {0,...,4}, delilac broja 60000. Zato
po principu proizvoda dobijamo da je ukupan broj delilaca (ukljuc¢ujudi i
11 60000) 6-2-5=60.

4. Neka je S; = {1,2,...,n}\ {i}. Funkcija f: S — S nema fiksnu tacku ako
za svako 1 = 1,2,...,n vazi f(i) # 4, tj. ako f(i) € S;. Kako funkcija f
moze da se poistoveti sa uredjenom n-torkom (f(1), f(2),..., f(n)), broj
funkcija bez fiksne tacke jednak je broju elemenata u skupu S; x Sp X
.-+ X Sy, koji je, po principu proizvoda, jednak (n — 1)".

5. a) Neka je Ay, k > 1, skup svih brojeva u skupu {1, 2,...,n} koji su deljivi
sa p¥, ali nisu deljivi sa pF+1. Tada je, po principu zbira,

finp = Y k| Ax].

k>1

o7
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U skupu {1,2,...,n} ima [1%} brojeva deljivih sa p”, ali je [p,ﬁl] njih

deljivo i sa p**!, tako da je |Ax| = [p%} - [pk%}, pa je zato

o= S+ (] -] =S ol e [ -2 5]

k>1 k>2 E>1

b) Najveéi stepen broja 2 koji deli n! je

Hn2 = Z [2%} = Z [261—k + 262—k 4+ 4 2eT—k]

k>1 E>1
er

= Z261—k+2€2—k+_..+2er,1—k+2er_k+
k=1

€r—1

Z 26171@ _’_26sz +... _’_267-717]6 +
k=e,+1
€
Z 2617k+2€27k¢+...+2€j7k)+
k=ej_1+1
el
Z 2617}6
k=es+1
el ez €j er
= Y 2o hp Yotk N touhy 4y ek
k=1 k=1 k=1 k=1
29— )4 (27 — D)+ (29 — 1) (27 — 1)
= n-r.

6. Postoje dve vrste ¢arapa, pa je dovoljno da ¢ovek uzme tri ¢arape da bude

siguran da je uzeo par iste boje.

Da bi bio siguran da ima par sive boje, mora da uzme 10+ 2 = 12 ¢arapa,
jer se moze desiti da je prvih deset ¢arapa crne boje!

. Moguéi broj poznanstava za svakog ¢oveka u grupi je broj iz skupa

{0,...,n — 1}. Ako postoji ¢ovek sa 0 poznanstava, onda ne moze da
postoji ¢ovek sa m — 1 poznanstava, i obrnuto. Znaci, medju n osoba
imamo najvise n — 1 razli¢itih brojeva poznanstava, pa na osnovu Dirih-
leovog principa postoje dva ¢oveka sa istim brojem poznanstava.

. Ako su date dve celobrojne tacke (x1,y1,21) 1 (22,¥2,22), onda srediste

duzi koja ih spaja ima koordinate (£:£22, yl;y"’, 2id22) Da bi to srediste
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bilo celobrojna tacka, parovi koordinata x1 i xo, y1 1 y2, 21 1 29 moraju
biti iste parnosti.

Svakoj tacki (z,y, z) pridruzimo trojku (z',y’, 2’), gde su 2/, 3’ i 2’ ostaci
pri deljenju sa 2 brojeva x, y i z, redom. Postoji ukupno osam moguéih
trojki (a',y', 2'), jer o', 3/, 2" € {0,1}, a kako je dato devet tacaka, to po
Dirihleovom principu postoje dve tacke kojima je pridruzena ista trojka
ostataka. Odgovarajuce koordinate za te dve tacke su iste parnosti, pa je
srediSte duzi koja ih spaja celobrojna tacka.

. Prirodan broj pri deljenju sa n moze da daje ostatke 0,1,...,n — 1, pa

postoji ukupno n mogucéih ostataka. To znaci da medju datih n+1 brojeva
postoje dva koji pri deljenju sa n daju isti ostatak, pa je njihova razlika
tada deljiva sa n.

Posmatrajmo n+1 brojeva oblika 1,11,111,1111,...,11...1, gde i-ti broj
sadrzi ¢ jedinica, i = 1,2,...,n + 1. Medju njima postoje dva koji daju
isti ostatak pri deljenju sa n. Njihova razlika je deljiva sa n i ima oblik
11...100...0.

Posmatrajmo brojeve 3!,32,33, 34 ...,310"+1 Medju njima postoje dva
koji daju isti ostatak pri deljenju sa 10%, pa postoje k,m € N tako da je
k> mi10%3% — 3m = 3m(3k—™ — 1). Kako su 10* i 3™ uzajamno prosti
brojevi, to zna¢i da 10%/3*=™ — 1, odakle zakljuéujemo da se broj 3¥=™
zavrSava ciframa 0001.

Kako su dati brojevi medjusobno razli¢iti, mozemo da pretpostavimo da
jear <az <...<apt1 <2n.

Posmatrajmo dve grupe brojeva :

a2,0a3, .. .,0n+1

a2 —ag,a3 —at,-..,0p41 —a1.

Svaka od ovih grupa sadrzi po n razli¢itih prirodnih brojeva. Kako u obe
grupe zajedno ima 2n brojeva manjih od 2n, to medju njima postoje dva
jednaka broja. Oni moraju pripadati razlicitim grupama (jer su brojevi
u grupama medjusobno razli¢iti), pa postoje razliciti ¢, j € N za koje je
a; = a; — ai. Odatle je a; = a; + a;.

Svaka dva uzastopna prirodna broja su uzajamno prosta. Podelimo bro-
jeve iz {1,2,...,2n} na n grupa, tako sto u grupu 4, i = 1,2,...,n, smes-
timo brojeve 2i — 1 i 2i. Po Dirihleovom principu, medju n + 1 brojeva
postoje dva koji pripadaju istoj od ovih n grupa, pa su ta dva broja uza-
jamno prosta.

a) Neka je f funkcija definisana u uputstvu. Kako skup X ima n+1, a
skup Y ima n elemenata, to postoje razliciti brojevi p,q € X tako da je

r=f(p) = flg).
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Po definiciji funkcije f, brojevi p i ¢ mogu da se napisu u obliku
p=2%.r, ¢=2"-r, zanekok,l>0.

Ako je p < ¢, tada je i k < [, pa broj p deli broj ¢; u suprotnom, ¢ deli p.

b) U skupu {n+1,n+2,...,2n} ni jedan od elemenata ne deli neki drugi
element.

Posmatrajmo brojeve s; = a1 +as+---+a;, i =1,2,...,n. Ako je neki od
brojeva s, sa, ..., s, deljiv sa n, onda je trazeni podskup pronadjen. U
suprotnom, brojevi s1, So, ..., s, daju ostatke od 1 do n — 1 pri deljenju

sa n, pa po Dirihleovom principu postoje dva broja si i s;, k < [, koji
daju isti ostatak pri deljenju sa n. Tada je s; —sx = agy1 +ag42+---+aq;
deljivo sa n.

Neka je ap broj partija koje je igra¢ odigrao u toku prvih k£ dana, k =

1,2,...,d. Posmatrajmo grupe brojeva
ay,0a2,...,04
i
a+r,a+r,...,aq +T.

Brojevi u svakoj od ovih grupa su medjusobno razliciti, jer je igrac igrao
bar jednu partiju dnevno, i vazi ag < m, tj. ag+r < m+r < 2d — 1.
Prema tome, 2d brojeva u ove dve grupe mogu imati vrednosti od 1 do
2d — 1, pa medju njima postoje dva ista. Oni ne mogu pripadati istim
grupama, pa stoga postoje i,j € N takvi da je a; = a; +r. To znaci da
je igrac od dana j + 1 do dana ¢ odigrao ta¢no r partija.

a) Neka je i < j. Ako je z; < x;, onda je x; manji od svih brojeva koji
¢ine najduzi rastuéi podniz koji poc¢inje sa brojem x;, pa je tada m; > m;.
Slicno, ako je z; > x;, onda je x; veci od svih brojeva koji ¢ine najduzi
opadajuéi podniz koji pocinje sa brojem z;, pa je tada n; > n;. Zato vazi
i # j = (ms,n;) # (mj,n;), pa je funkcija f injektivna.

b) Pretpostavimo suprotno, tj. da najduzi rastuéi podnizovi imaju najvise
m, a najduzi opadajuéi podnizovi najvise n brojeva. Tada postoji najvise
mn mogudih parova za vrednosti funkcije f(1), f(2), ..., f(mn + 1), pa
posto onda bar dve vrednosti moraju da budu iste, funkcija f ne moze da
bude injektivna, §to je kontradikcija sa delom pod a).

a) Za svakog od n prijatelja odredjujemo jednu od k razglednica koju ée
dobiti taj prijatelj. Prema tome, u pitanju su uredjeni izbori sa ponav-
ljanjem n elemenata (prijatelja) iz skupa od k elemenata (razglednica).
Ukupan broj nac¢ina je k™.

b) Sada su u pitanju su uredjeni izbori bez ponavljanja n elemenata (pri-
jatelja) iz skupa od k elemenata (razglednica). Ukupan broj nacina je
k(k—1)-...-(k—n+1).
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¢) U ovom slucaju, za svaku od k razglednica odredjujemo jednog od n
prijatelja koji ¢e dobiti tu razglednicu. Prema tome, u pitanju su uredjeni
izbori sa ponavljanjem k elemenata (razglednica) iz skupa od n elemenata
(prijatelja). Ukupan broj nagina je n.

Kako broj ne moze da pocinje nulom, to je ukupan broj Sestocifrenih
brojeva 9 - 10° (za prvu cifru ima 9 moguénosti, a za sve ostale po 10).
Brojeva ¢ije su sve cifre razlic¢ite ima 9-9-8-7-6 -5 (uredjeni izbori bez
ponavljanja, s tim §to prva cifra ne moze da bude 0). Odatle dobijamo da
trazenih brojeva ima 9-10°—9-9-8-7-6-5 = 763920.

Za potrebe ovog zadatka, pretpostavicéemo da decimalni zapis svakog broja
od 1 do 9999999 ima sedam cifara: ako ima manje od sedam cifara, ispred
prve cifre se dodaje potreban broj nula (npr. umesto 1 pisemo 0000001).

Sada decimalni zapis brojeva koji ne sadrze cifru 5 predstavlja uredjeni
izbor 7 cifara iz skupa od 9 elemenata {0,1,2,3,4,6,7,8,9}. Prema tome,
takvih brojeva ima ukupno 97 = 4782969, dok brojeva koji sadrze cifru 5
ima vise: 9999999 — 97 = 5217030.

Za date skupove A 1 B, konstruisa¢emo preslikavanje fa p: {1,2,...,n} —
{0, 1,2} na sledeéi nacin:

0, ie{l,2,...,n}\ B
fap(l) = 1, ie B\ A
2, icA

Par skupova A, B, tako da je A C B C {1,2,...,n}, obostrano jed-
nozna¢no je odredjen preslikavanjem f4 p. Prema tome, broj ovakvih
parova skupova je jednak broju svih preslikavanja f: {1,2,...,n} —
{0,1,2}, tj. 3".

Neka je X,,,, = {1,2,...,n} x {1,2,...,n}. Binarna relacija p na skupu
{1,2,...,n} je svaki podskup skupa X, pa je ukupan broj binarnih relacija
jednak on

a) Relacija p je refleksivna ako sadrzi skup {(1,1),(2,2),...,(n,n)}. Od
preostalih n? —n uredjenih parova iz skupa X, , moZe se izabrati proizvol-

nz—n

jan podskup, pa je ukupan broj refleksivnih relacija jednak 2

b) Relacija p je simetri¢na ako za svaki uredjeni par (x,y) sadrzi i uredjeni

par (y, z). Zato je simetri¢na relacija p u potpunosti odredjena ako znamo

koji uredjeni parovi (x,y), kod kojih je < y, pripadaju p. Takvih parova
n(n+1) n(n+1)

ima ———, pa je ukupan broj simetricnih relacija jednak 272

¢) Refleksivna i simetri¢na relacija p sadrzi skup {(1,1), (2,2),...,(n,n)},

a u potpunosti je odredjena ako znamo koji uredjeni parovi (z,y), kod

n(n—1)
1)

ukupan broj refleksivnih i simetri¢nih relacija jednak 2~ 2

kojih je * < y, pripadaju p. Ovakvih parova ima , ba je zato
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2
n
a) q
b) Determinanta matrice je razli¢ita od 0 ako i samo ako su njene kolone
linearno nezavisni vektori. Oznaé¢imo kolone matrice sa c1, ca, ..., Cp.

Kolona ¢; moze da se izabere kao proizvoljan vektor razli¢it od nula-
vektora, §to se moze uraditi na ¢ — 1 nacina.

Kolona cs ne sme biti linearno zavisna sa prvom kolonom, sto iskljucuje
q moguéih vektora za kolonu co, odnosno sve vektore oblika a; - ¢1, a1 =
0,1,...,q—1.

Sliéno, ako pretpostavimo da su kolone ci, ca, ..., ¢j_1 veé izabrane,
tada kolona c; ne sme biti linearno zavisna sa prethodnim kolonama, sto
iskljuéuje ¢?~! moguéih vektora za kolonu ¢j, odnosno sve linearne kom-
binacije a; - ¢y +az-ca+ -+ a;_1-¢cj_1.

Na taj nacin, principom proizvoda dobijamo da je ukupan broj trazenih
matrica jednak

n—1

(@" =" =)@ =) .- (" =" ) =[] (a" - o).
1=0

Ovde se radi o uredjenom izboru bez ponavljanja 3 elementa (predsednika,
sekretara i blagajnika) iz skupa od 9 elemenata (svih ¢lanova komiteta),
pa je broj razli¢itih izbora 9 - 8 - 7.

a) U pitanju je broj uredjenih izbora bez ponavljanja m + n elemenata iz
skupa od m + n elemenata, tj. (m+n)-(m+n—-1)-...-2-1=(m+n).

b) Ako sve devojcice posmatramo kao jednu grupu, onda je ukupan broj
rasporeda n decaka i jedne grupe devojcica jednak (n + 1)!. Kako se
devojcice unutar grupe mogu da rasporede na proizvoljan nacin, za svaki
od rasporeda decaka i grupe dobijamo po m! rasporeda devojcica unutar
grupe. Znaci, ukupan broj rasporeda decaka i devojcica je (n 4 1)!-ml.

Jedno crno polje mozemo da izaberemo na 32 nacina. Njegovim izborom
onemogucuje se izbor belih polja iz njegove vrste i njegove kolone. Takvih
belih polja ima ukupno 8, pa belo polje mozemo da izaberemo na 24
nacina. Znaci, ukupan broj moguéih izbora je 32 - 24.

Neka je M = (@i j)mxn matrica sa elementima +1 i —1.

a) Neka su elementi a; ;, zai < m—11j < n—1, izabrani proizvoljno. Da
bi proizvodi elemenata u i-toj vrsti, ¢ < m — 1, 1 j-toj koloni, j < n — 1,
bili jednaki 1, mora da vazi

i =1/(ai1 - Qi2 . 1) = Qi1 Q2o i1

Am,j = 1/(0/17j ca25 ..t am,l,j) =a1,5-0245 ... Am—15-
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Da bi proizvod elemenata u m-toj vrsti i n-toj koloni bio takodje jednak 1,
mora da vazi

m—1n—1

Ummn = Gm,1 " Am2* - Admmn—1 = H H Qg 5.

i=1 j=1
S obzirom da su elementi a; j, zai < m—11ij < n—1, izabrani proizvoljno,
ukupan broj matrica M u ovom sluéaju jednak je 2(m=1 (=1

b) Kao i u prethodnom slucaju, neka su elementi a;;, za ¢ < m —11i
J < n — 1, izabrani proizvoljno. Da bi proizvodi elemenata u i-toj vrsti,
i <m — 1,1 j-toj koloni, j <n — 1, bili jednaki —1, mora da vazi

in=—1/(a;i1 @2 . Qno1)=—0i1"Gi2" ..  Gin_1

Am,j = —1/((1173' cagq .. am,l’j) =—Q@15-02;45 ... Am—-15-

Medjutim, da bi proizvod elemenata u m-toj vrsti i n-toj koloni bio takodje
jednak —1, sada mora da vazi

m—1n—1
U = (—am1) - (=am2) - (—amn1) = ()" T T] 04
i=1 j=1

\,':]?

m—1 1
= (=a10) - (=azn) oo (=am-10) = (=)™ [T T @is-
i=1 j=1

Zato, ako su brojevi m i n iste parnosti, ukupan broj matrica M, kao
i u delu pod a), jednak je 2(m=1)(n=1) " Medjutim, ako su brojevi m i n
razli¢ite parnosti, element a,,_, ne moze da bude izabran (jer je u jednoj od
gornjih jednakosti jednak +1, a u drugoj —1), pa je ukupan broj matrica
M u tom slucaju jednak 0.

Ako se topovi medjusobno ne napadaju, onda u svakoj vrsti i svakoj koloni
mora da se nalazi tacno po jedan top. Neka se top i nalazi u i-toj vrsti,
1=1,2,...,8, i neka «a(i) predstavlja broj kolone u kojoj se nalazi top 4.
Topovi se medjusobno ne napadaju ako vazi ¢ # j = «(i) # a(j), tj. ako
je a permutacija, pa je ukupan broj rasporeda topova jednak 8!.

Brojeve 1 i 2 mozemo da posmatramo kao jedan uredjeni par, pa je broj
permutacija preostalih n— 2 brojeva i ovog uredjenog para jednak (n—1)!.
Kako brojevi 1 i 2 mogu da formiraju dva uredjena para: (1,2) i (2,1),
ukupan broj trazenih permutacija je 2(n — 1)!.

Zamenom mesta brojeva 1 i 2 vidi se da permutacija u kojima broj 2 stoji
iza broja 1 ima podjednako kao i permutacija u kojima broj 2 stoji ispred
broja 1. S obzirom da svaka permutacija pripada jednoj od ove dve grupe,
zakljuéujemo da je broj permutacija u svakoj od njih n!/2.
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Permutacija u kojima je 1 na mestu ¢, za neko fiksirano 4, a 2 na mestu
i+ k+1ima (n — 2)! (jer su mesta za 1 i 2 fiksirana). Pri tome vazi
1 <1< n—k-—1, paje broj svih permutacija u kojima se 2 nalazi k mesta
iza 1 jednak (n — k — 1)(n — 2)!. Sli¢no, broj permutacija u kojima se 2
nalazi k mesta ispred 1 takodje je jednak (n—k—1)(n —2)!, pa je ukupan
broj permutacija u kojima se izmedju 1 i 2 nalazi k drugih brojeva jednak
2(n—k—1)(n—2)\.

Posto se kruznica moze proizvoljno rotirati, permutacije

P1..-Pi-1PiDit1---Pn

DiPi+1---PnP1---Pi—1

se ne razlikuju medju sobom kada se objekti rasporede na kruznici. Zato
za svaku permutaciju n objekata na kruznici postoji jos n — 1 “kruzno
jednakih” permutacija, tako da je ukupan broj “kruzno razli¢itih” per-
mutacija jednak n!/n = (n — 1)

Ako predsednika i dva potpredsednika posmatramo kao jedan objekat,
onda iz zadatka 32 vidimo da je ukupan broj rasporeda preostalih n — 3
¢lanova upravnog odbora i “predsednicke” grupe jednak (n—3)!. Posto za
“predsednicku” grupu postoje dva moguéa rasporeda, u zavisnosti od toga
koji potpredsednik sedi s koje strane predsednika, ukupan broj rasporeda
¢lanova upravnog odbora na trazeni naéin jednak je 2(n — 3)!.

Da bi bili ispunjeni uslovi zadatka, devojke i mladiéi treba da sede naiz-
meni¢no. Trazeni broj nacina je, po principu proizvoda, jednak proizvodu
broja rasporeda devojaka za okruglim stolom i broja rasporeda mladi¢a,
tj. (n—1)12

Ciklusi date permutacije su (1 3 7), (254 8), (6), (9), pa posto se ciklusi
duzine 1 ne navode, ciklusni zapis date permutacije je (1 3 7)(2 5 4 8).

Oznac¢imo datu permutaciju sa p. Ciklusi permutacije p su (1 2 3), (4 5)
i(6789), pa vazi

z, xz€X={1,2,3},
Py) =y, yeY ={45},

z, z€Z=4{6,7,8,9}.
Stepen k za koji je p* = id mora da bude deljiv sa 3, zbog elemenata iz X,

2, zbog elemenata iz Y, i 4, zbog elemenata iz Z. Najmanji takav broj je
NZS5(3,2,4) = 12, sto je ujedno i red permutacije p.

Oznac¢imo karte u $pilu redom brojevima 1,2,...,32. Permutacija koja
odgovara mesanju karata opisanom u zadatku je sledeéa (zapisana u dva
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reda zbog duzine):

123 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
117 2 18 3 19 4 20 5 21 6 22 7 23 8 24

.17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32
9 25 10 26 11 27 12 28 13 29 14 30 15 31 16 32 )°

Ciklusni zapis ove permutacije je:
(21795 3)(41825137)(6 19 10 21 11)

(8 20 26 29 15)(12 22 27 14 23)(16 24 28 30 31).

Kao s§to vidimo, svaki ciklus ima duzinu 5, tako da je i red permutacije
jednak 5, pa ce se zato $pil karata vratiti u pocetni raspored nakon 5
mesSanja.

Neka je p = (a1 ag ... a,) permutacija koja ima samo jedan ciklus. Kao
i kod okruglih stolova (zadaci 32, 33, 34), ovaj ciklus je jednak ciklusu

(aiai+1...ana1...ai_1), i:2,...,n,

tako da postoji n razlic¢itih zapisa istog ciklusa. Stoga je ukupan broj
razlicitih ciklusa duzine n jednak n!/n = (n — 1)L

Razmotrimo odnos susednih binomnih koeficijenata:

<Z)/(kn1> - k:!(nn! k)!/(kl)!(z!k+1)! B H_ZH'

Stoga je

n n n+1
< <n-— <
(k—l)‘(k)‘:)k—n k+1 & k< 5

a odatle sledi tvrdjenje zadatka.

Napomena: Svojstvo kona¢nog niza da njegovi elementi najpre rastu, a
zatim opadaju naziva se unimodalnost.

Top mora da napravi po 7 horizontalnih i vertikalnih pokreta na bilo kom
najkraéem putu. Ako horizontalni pokret oznac¢imo nulom, a vertikalni
jedinicom, onda je oc¢igledno da najkra¢ih puteva ima koliko i nizova od
7 nula i 7 jedinica rasporedjenih u proizvoljnom redosledu. Ukupan broj

takvih nizova je (174).

I nac¢in: n; kuglica koje idu u prvu kutiju mozemo odabrati od n ra-
zlicitih kuglica na (:1) nacina. Od preostalih n — n; kuglica mozemo
n—mi

" ) nacina. Zatim, od preostalih
2

odabrati ns kuglica za drugu kutiju na (

n—mip—nz

n —ny — N9 kuglica mozemo odabrati ng kuglica na ( s

) nacina, itd.
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Na kraju ostaje n,, kuglica od kojih treba odabrati n,, kuglica koje idu
u m-tu kutiju i to mozemo uraditi na (Zm) = 1 nacin. Trazeni rezultat
dobijamo po principu proizvoda:

(o) () () )

n! (n—mnq)! (n—mny —na)! Ny !

S omgl(n—n)! nal(n—ng —n2)! nzl(n —ng —ng —nz)! 0!
n!

nilnalng!. .. nm,!

II nacin: Problemu ¢emo pristupiti sa druge strane: za svaku od n
kuglica ¢emo zapisati u koju od m kutija ide. Tako smo dobili niz od

n brojeva iz skupa {ni,na,...,nm,}, pri ¢emu n; tih brojeva je jednako 1,
ng je 2, ..., ny je m. A to su permutacije sa ponavljanjem i njihov broj
n!
e —————————.
nilnalng!. .. n,,!

Od 6 razli¢itih osoba moguce je odabrati 3 na (g) = 20 nac¢ina. Od tih
20 "trojki” mozemo odabrati 5 na (250) = 15504 nacina. Kako je bitno
koja trojka ¢ini koju komisiju, taj rezultat moramo pomnoziti sa brojem
premestanja (permutovanja) tih 5 trojki, tj. sa 5! = 120. Stoga je konacan

rezultat ((3)) - 51 = 1860 480.

Cetiri asa mozemo staviti na neko od prvih 10 mesta na Vi = (140) -4l
nac¢ina. Kad smo rasporedili asove svaku od preostalih 48 karata mozemo
staviti na na bilo koje od preostalih 48 mesta, tj. na 48! na¢ina. Po principu

proizvoda dobijamo rezultat: (140) - 41 48!,

Neka je ¢ovek pozvao k svojih muskih rodjaka - to moze uciniti na (2)

nacina. Tada on mora da pozove 6 — k zenskih rodjaka: (6zk) nacina.

Njegova zena mora da pozove njenih k zenskih rodjaka — (2) nacina i njenih

6 — k£ muskih rodjaka — (6z k) nac¢ina. Po prinicipu proizvoda dobijamo da

. L. . 2 2 L
se sve to pozivanje moze izvesti na (Z) (sz) nacina. Kako k moze biti

0,1,...,5 po principu zbira dobijamo da je rezultat: >5_, (2)2(6zk)2 =
267 148.

Posmatraéemo slucajeve u zavisnosti od toga kog smo igraca birali za
krilo. Ukoliko odaberemo onog koji je samo krilo od preostalih 5 bekova 2
mozemo izabrati na (g), a od preostalih 4 centra 2 mozemo izabrati na (;1),
§to po principu proizvoda daje (g) (3) = 60 nacina. Ukoliko odaberemo za
krilo igraca koji moze da igra i krilo i centra, onda ostale mozemo odabrati

na (g) (3) = 30 nacina. Ukoliko odaberemo za krilo jednog od dva igraca

koji mogu igrati i krilo i beka, tada ostale mozemo odabrati na @) (‘21) =36
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nacina. Problem je $to ovde dva puta brojimo iste ekipe (one kod kojih
je jedan od igraca koji mogu igrati i beka i krilo bek, a drugi krilo!): sa

ta dva fiksirana igrac¢a ostala tri mozemo odabrati na (?) (‘21) = 18 nacina.

Stoga u ovom sluc¢aju ekipu mozemo odabrati na 2(3) (3) — (i) (3) = 54

nacina. Ukupan broj ekipa dobijamo pomoc¢u principa zbira: (g) (3) +
5\ (3 4y (4 3\ (4

(2) (2) + 2(2) (2) - (1) (2) = 144.

I nacin: Proizvoljna permutacija visina 2n vojnika, m, odgovara nekom

rasporedu tih vojnika u dve vrste (m,+; se nalazi u i-toj koloni iza ;).
Svaki od tih rasporeda moze se dovesti do pravilnog ukoliko svi vojnici koji

su istoj koloni, a prvi je visi od drugog, medjusobno zamene mesta. Svaki

od tih pravilnih rasporeda dobija se od 2" razli¢itih rasporeda (u svakoj od
n kolona dva fiksirana vojnika se mogu rasporediti na 2! = 2 nacina), te je

(2n)!

trazeni rezultat: on = n!-(2n—1! (gde je 2n—1)!'=1-3-...-(2n—1)
prozvod svih neparnih brojeva < 2n — 1).

IT nac¢in: Oznac¢imo sa a, broj pravilnih rasporeda tih 2n vojnika.
Uoc¢imo najnizeg vojnika. On moze biti u bilo kojoj od (717) = n kolona, ali
mora biti u prvoj vrsti. Iza njega moze biti bilo koji od preostalih 2n — 1
vojnika. Ostalih 2(n — 1) vojnika se moze rasporediti na a,_; nacina.
Odatle imamo rekurentnu formulu a,, = n - (2n — 1) - a,—1. Pocetni uslov
je a; = 1 (dva vojnika se mogu rasporediti samo na jedan nacin tako da
je nizi ispred). Uz pomo¢ principa matematicke indukcije dobijamo da je
anp =nl-(2n — 1.

Ako smo odabrali k£ od n jednakih predmeta, tada preostalih n — k pred-
meta koje biramo od 2n+1 razli¢itih predmeta mozemo izabrati na (i:‘jkl)
Koris¢éenjem principa zbira i osobine binomnih koeficijenata (Z) = ( “ )

a—b
dobijamo rezultat: Sp_, (1) = £ i (2 = 22

Oznacimo sa z broj komisija koje zadovoljavaju tvrdjenje zadatka (zva-
¢emo ih "dobre komisije”), a sa y broj ostalih troc¢lanih komisija (”lose
komisije”). Tada vazi  +y = (330) = 4060. Neka svaki poslanik napravi
spisak svih troclanih komisija u kojima je on ¢lan, a druga dva poslanika
su ili oba u svadji sa njim ili nijedan nije u svadji sa njim. Na tom spisku ¢e
se svaka dobra komisija pojavljivati 3 puta (svaki poslanik ¢e je zapisati),
a svaka losa komisija ¢e se javljati samo jednom. Sa druge strane na tom
spisku ima (220) komisija koje sadrze jednog fiksiranog poslanika i nema
poslanika koji su u svadji i (120) komisija koje sadrze jednog fiksiranog
poslanika i svi poslanici su u svadji. Stoga imamo i drugu jednacinu 3z +
Yy = ((220) + (120)) -30 = 7050. Resavanjem ovog sistema dobijamo rezultat:
r = 1495.

U ovom zadatku imamo viSestruko pojavljivanje neuredjenih izbora sa
ponavljanjem: skup X nam predstavljaju prijatelji (|X| = n) i za i-tu
razglednicu imamo

S1+ S+ ...+ 8, =ay,
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gde je s; > 0 broj razglednica i-te vrste, koje je dobija prijatelj j. Broj
takvih podela i-te razlgednice jednak (”:Z“_ql) = ("+‘:;_1). Po principu
n+a,;—1).

proizvoda dobijamo trazeni rezultat: Hle (mra

U proizvodu (z + y 4+ 2)™ imamo ¢lanova z™y™2 2™ koliko i reSenja
jednacine ni; + ny + n3 = n, n; > 0, Sto su neuredjeni izbori sa pon-
avljanjem: (”;2)

Za plave kuglice imamo: p; +p2+...+ Dy = n1, p; > 0, Sto su neuredjeni
izbori sa ponavljanjem, pa se plave kuglice mogu rasporediti na ("17:1”1_ 1)
nacina. Analogno dobijamo za zute 21 + Zo + -+ + Z,, = no, Z; > 0, tj.
(”ZT:TJI) nacina i za crvene ¢y +¢o + -+ + ¢, = N3, ¢; > 0, tj. (”%T{l)
nac¢ina. Po principu proizvoda dobijamo da je trazeni rezultat:

ni+m-—1 ng +m—1 ng+m-—1
() () ()
Kako se predmeti moraju podeliti tako da svaki ucenik dobije bar po
jedan predmet od svake vrste, to mozemo na pocetku svakom uceniku
podeliti po jednu svesku, olovku i knjigu. Preostalih 5 svezaka, 6 olovaka
i 7 knjiga moZzemo podeliti ucenicima na proizvoljan na¢in (neki ucenik
moze cak i nista da ne dobije!), te smo zadatak svodi na prethodni (sa
m = 3,n1 = 5,ny = 6,n3 = 7). Stoga je trazeni rezultat:

o+ 2 6+ 2 7T+2 7 8 9
< ! >< ! )( ! ) (2> : <2) : (2) — 912836 = 21 168.
Zadatak se svodi na n; +n, +n, +n. = 10, sa uslovima nz,n,,n.,n. > 0
i n. <9. U ukupnom broju reenja jednacine nz + n, +n, + n. = 10 (to
su neuredjeni izbori sa ponavljanjem: (10;' 3) = 286) imamo samo jedno za
koje je ispunjeno n. > 10 — to je (0, 0,0, 10), pa se kuglice mogu odabrati
na (10;3) — 1 = 285 nacina.

I knjige i patuljci predstavljaju isti zadatak —”Od 12 mesta (na pravoj!)
odabrati 5 nesusednih”, dok vitezovi kralja Artura — ”7Od 12 mesta (na
kruznici!) odabrati 5 nesusednih”!

a), b) I nac¢in: Imamo sledeéu situaciju: _ U * U % U x U % U_ |

ni ne ns N4 ns ne

gde su U odabrana mesta, na __ moze i da ne bude nicega, dok na _x_
mora da bude bar jedno mesto. Preveden na matematicki jezik, problem
glasi: ”Naéi broj reSenja jednacine nq + no +n3 +ng +ns +ng = 7, Uz
uslove no > 1, ng > 1, ng > 1, ns > 17. Njega svodimo na neuredjene
izbore sa ponavljanjem smenom my = ny,me =ns—1,mzg =ng—1,my =
ng — 1,ms = ny — 1,mg = ng (slicnu ideju smo imali i u zadatku 52).
Time smo dobili my 4+ mg +m3 +my4 +ms +mg = 3, uz m; > 0, a reSenja

ove jednacine ima
8
= 56.
(5
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IT nacin: Problem je ekvivalentan nalazenju broja (n + k)-varijacija sa
ponavljanjem skupa {0,1}, pri ¢emu ima n = 5 jedinica i k¥ = 7 nula i
nema susednih jedinica. Takvih varijacija ima (”zl) jer jedinice mogu
biti na bilo kom od slede¢ih n + 1 mesta: ispred prve nule, izmedju prve

i druge nule, izmedju druge i trec¢e nule, ..., iza poslednje nule. Stoga je

trazeni rezultat
n+1 8
= = 56.
(")=6)

¢) Uocimo jednog viteza, npr. Lanselota. Skup trazenih izbora vitezova,
I, mozemo razbiti na dva skupa: L — koji sadrzi Lanselota i N — koji
ne sadrzi Lanselota, tj. I = L + N. U L smo izabrali Lanselota, pa u
preostalih n — 1 = 4 viteza koje biramo ne moze biti nijedan njegov sused
(a ni Lanselot!) , tj. dobili smo isti zadatak kao pod a): 7Od n+k—3 =19
viteza odabrati £ — 1 = 4 koji nisu susedni”. Znaci,

L= ((n+k—3}2:§k—1)+1) _ @ s

U N mozemo birati i Lanselotove susede (jer njega nismo uzeli), pa se
svodi na: "Od n + k — 1 = 11 viteza odabrati k¥ = 5 koji nisu susedni”.

Zmnaci,
IN| = ((n+k—1)—k+1> _ (7) _ o1
k )

Ukupan broj izbora viteza okruglog stola je

(o) + (1) =

I nacin: Funkciju f = <1 ? g i i), tj. f(1) = f(2) = 1,f(3) =
3,f(4) = f(5) = 4 mozemo predstaviti kao *ITxxI+IIx (I su precage
koje razdvajaju vrednosti funkcije). Na slican nac¢in mozemo predstaviti
proizvoljnu neopadajuéu funkciju. Vrednost f(k) mozemo dobiti tako sto
izbrojimo koliko ima zvezdica pre k-te precage. Na pocetku mora biti *
(inace bi bilo f(1) = 0), pa se zadatak svodi na broj nizova od n precaga
in —1 zvezdica (prvu ne brojimo!), $to je jednako broju izbora mesta za
precage iz skupa {2,3,...,2n}, tj.

2n—1
" .
IT nacin: Neopadajuéu funkciju f : N, — N, (N, = {1,2,...,n})
mozemo zadati kao n-torku njenih slika: (f1, f2,..., fn). Skup svih takvih

funkcija ozna¢imo sa F, a sa P,,(Ng,_1) skup svih n-elementnih pod-
skupova skupa Ng, 1 = {1,2,...,2n — 1}. Razmotrimo preslikavanje



70

56.

GLAVA 4. RESENJA ZADATAKA

F:F—- Pn(Ngn_l) dato sa F((fl, fo, e, fn)) = {f1, fot+1, fs+2..., fut
(n—1)}.

Izfi<fo<...<fpsledi fi < fa+1<...< fr+(n—1), te je slika
funkcije f pri preslikavanju F' jedan n-elementni podskup skupa N, _1,
tj. preslikavanje F' je dobro definisano.

Neka su f i g dve razlicite neopadajuce funkcije. Tada postoji broj ¢ takav
daje fi = g1,..., fi-1 = gi-1 1 fi < g (analogno ide za f; > g;), gde je
1<i<n Odatlesledi f;+(i—1)<g+@GE—-1)ifi+(GE—-1) & F(g).
Stoga je F(f) # F(g), te je preslikavanje F' injektivno (71-17").

Neka je Y C Ng,_1, za koji je |Y| = n. Stavimo Y = {y1,...,yn}, pri
cemojel <y; <ya<...<y, <2n—1. Nekajeb;, =y; —(i—1) za
svako 1 <i<n. Tadaje b <by <...<b,ib;, €N, zasvako 1 <i < n.
1z definicije funkcije F' sledi da je F((b1,...,b,)) =Y, pa je preslikavanje
F i surjektivno ("na”).

Kako je F' bijekcija broj neopadaju¢ih funkcija f : N,, — N, jednak je
|Pn(N2n71)| = <2nn—1).

Primetimo najpre da familija Fj svih k-podskupova skupa X predstavlja
antilanac i sadrzi |F| = (}) skupova. Stoga, za k = [n/2], vidimo da
postoji antilanac sa ([n%]) skupova.

Sada, ako je F proizvoljni antilanac skupa X, dokazacemo da je |F| <
([n72})' Glavna ideja dokaza se sastoji u prebrojavanju lanaca podskupova

f=ChcCicCyC---CCp,=2X,gdeje|Ci|=izai=0,1,...,n.

S jedne strane, svaki lanac se dobija dodavanjem jednog po jednog ele-
menta skupa X, tako da je broj lanaca jednak broju permutacija skupa X,
tj. nl.

S druge strane, za A € F posmatrajmo broj lanaca koji sadrze A. Da
bi u lancu stigli od @ do A, elementi skupa A se dodaju jedan po jedan,
a da bi nastavili od A do X, dodaju se elementi iz skupa X \ A. Stoga,
ako je |A| = k, spajanjem pocetnih delova lanaca (od § do A) i zavrsnih
delova lanaca (od A do X), vidimo da postoji ta¢no k!(n — k)! lanaca koji
sadrze A.

Primetimo da nijedan lanac ne prolazi istovremeno kroz razlicite skupove
A i B iz familije F, posto je F antilanac. Neka mj oznacava broj k-
podskupova u F. Tada je

k=0

Iz prethodnog se vidi da je broj lanaca koji prolaze kroz neki skup familije
F jednak

ka El'(n — k),
k=0
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i ovaj broj ne moze da predje n!, koliki je broj svih lanaca. Stoga je

I(n — k) n
> M <1 = Y TEcn
k=0 s k=0 (k)

Kako, prema zadatku 39, vazi () < ([7:}2]) za svako k, zakljuéujemo da
je

1 n " n
AP I 'f':kz_om’“g([n/z])

Krenimo od desne strane i sve ove multinomijalne koeficijente svedimo na
zajednicki imenilac:

k
nlv"'7ni—1;ni717”1’—&-13'"7“/6

i=1
B z’“: (n—1)! _Zk: ni(n — 1)1
o P nl'm_l'(m — 1)‘n2+1'nk' o — nl‘nQ‘nk'
o (miAne4 .o An)n-1)!  nm-1! n!
o nilng! ... ny! T nalne!.ong! T nglne!..ng!

< ’ >
- )
ny,nNog,...,Ng

§to je i trebalo dokazati.

Dokaza¢emo formulu matematickom indukcijom po n.

Baza indukcije je zan = 1:

1 1
(z+y)l=a+y=y+a= <0)x9yl+ (1>xly9.

Indukcijska pretpostavka: Pretpostavimo da tvrdjenje vazi za n = k:

(z+y)k = zk: (f) alyk=t

=0
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Indukcijski korak: Pokazatemo da tvrdjenje vazi za n =k + 1.

4+t = (@+y)* - (x+y—k)
k

I
En
N—
&s
<
Ea
L
N——
=
S
|
~
~—
+
—~~
<
|
—~
al
|
~
~—
=

=0 =0
k+1 L
_ 1) xjykJrlfj + Z < .>$Jyk+1]
j=1 ™ im0 M
k
_ xk+1+Z(< k >+<k>)j ktl—j 4 okt
= , ety +y
— U1 J
j=
k+1
— Z (k+1> Jokt1=3
= . )
=0~/

Time, po principu matematicke indukcije, formula vazi za svaki prirodan
broj n.

I nac¢in: Dopunimo (2++/3)" sa (2—+v/3)" — tada je (2+v/3)"+(2—/3)"
prirodan broj. Kako iz 0 < 2 — /3 < 1 sledi 0 < (2 — v/3)" < 1, a odatle
imamo da je

(@+ V3] = [@+Va)" +2-V3)"| 1= 2+ VB)" + (2~ V)" -1

{(2 + \/5)"} =2 (2” + (Z) on—23 4 CD on—32 4 ) 1

pa je trazeni broj neparan (u poslednjem koraku smo koristili binomnu
formulu).

II nacin: Kao i u prvom nacinu dolazimo do
[(2 + \/5)”} =2+V3)"+(2-V3)" -1
Oznacimo sa
an = (24 V3)" + (2 - V3)"

i pokazimo da je taj broj paran. Brojevi 2 + /3 i 2 — /3 su koreni
karakteristicne jednacine 2 — 4t +1 = 0, §to nam daje rekurentnu formulu

ay — 4ap—1 + ap_o = 0.

Pocetne uslove dobijamo iz samog niza: ag = 2 i a; = 4. Kako su
prva dva ¢lana parni brojevi i rekurentna veza je a, = 4an,—1 — Gp_2
matematickom indukcijom dobijamo da su svi ¢lanovi niza {a,} parni.
Stoga je [(2 + \/3)”} neparan.
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I nacin: Koeficijent polinoma uz z™ je jednak

a'n, — <1OO> 371(_2)100—1’7,.

n
Zbir svih koeficijenata je
100 100
_ 100 n 100—n __ 100 __
Zan_z(n )3 (~2)100" = (3 2)1%0 — |
n=0 n=0
IT nacin:  Zbir svih koeficijenata polinoma jednak je P(1).

P(1)=(3-1-2)1 =1,
a) Clan polinoma 2%z se dobija samo od

6 2 3. (_al _ _ 2,3
(27371) (22)° - (2y)° - (—32)" = —5760x“y" 2.

Dakle trazeni koeficijent je —5760.
b) Clan polinoma x2y%z se dobija samo od

(2 Z 1) -(22)% - (y*)" - (=52)" = —210027y°z.

Dakle trazeni koeficijent je —2100.

c) Da bismo dobili ¢lan koji ima 2® moramo —2z da podignemo na tredi

stepen, a ostatak izraza na Cetvrti: (Z) (—22)3(3uv + u 4+ v)%. Clan u?v?
4

se dobija samo od (; ) - (3uv)! - u' - v?. Stoga se u?v®z* dobija iz

1
(?7))(_22)3<1 1 2> - Buv)! -l - v? = 10080025,

Dakle trazeni koeficijent je —10080.
a) Clan z' moze se dobiti samo iz sledeéih proizvoda: (z2)2(z?)? i

(22)?(23)°. Stoga iz

11 11
1T ()2 . (25)2 16 (—22)5 . (430 — 1518210
(1) 17 (a2 () 10 () (8 = 1518

dobijamo trazeni koeficijent: 1518.

b) Clan 2 moze se dobiti samo kao z'(z?)! i z3(22)°. Stoga iz

(7,?, 1) AT (=)t (207) (672’()) 19 (=2)® - (207)° = —2284°

dobijamo koeficijent: —228.
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63. a) Koriséenjem binomne teoreme za x = y = 1 dobijamo:
n

k(1) =2 i = ()

k=1

b) Iz prethodnog dela i binomne teoreme za x = y = 1 dobijamo:

n

> (k+1) < ) Zk( >+§:_O(Z> =n2" 1 42" = (n42)2" L

k=0

¢) Ovde koristimo dva puta binomnu teoremu za x = 1,y = —1 i sli¢no
kao u prethodna dva dela dobijamo:

Sy ()-gon() ()

k=0 k=1

64. Imamo da je

n

1 n n! " n+1
ZkJrl(k)_Z(kJrl)!(n !_n+1z<k+1)
k=0 k=0
1 ”z*:l n+1\  2ntl 1
_n+1j=1 i ) n4+1 "

. 1 N .
65. Oznac¢imo datu sumu sa z, = Y ,_, —k(”zk) Koriséenjem adicione for-

mule za binomne koeficijente i sledece jednakosti

1 (2n+1) (2n +1)! (2n +2)!
2 i\ n+1) — 2l + 1) 27F2(n+ )l(n+ 1)
1 (2042
o2\ n+1
dobijamo

xn+1:7§2_k(n+1+k> iik(n—i—k:) z::ik(mk)

k=0
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n+2
1 /2n+1 1 1 /n+k 1 /2n+2 1
xn+—2n+1 <n+1 )+§; o1 (k 1)——2n+2 <n+1> —xn+§l‘n+17

a odatle je x,+1 = 2x,. Sa tom rekurentnom vezom i pocetnim uslovom
zo = 1 lako, matematickom indukcijom, pokazujemo da je x,, = 2".

I nac¢in: Izraz na desnoj strani, (:fi'i), odgovara izboru (r + 1)-clanog

podskupa skupa {1,2,...,n 4+ 1}. Uoc¢imo najveéi izabrani broj u tom
podskupu — neka je to k+ 1. Tada ostalih r brojeva tog podskupa biramo
iz skupa {1,2,...,k}, 8to se moze uciniti na (’:) nac¢ina. Kako k moze biti
proizvoljan broj r < k < n, brojanjem na ovaj na¢in dobijamo sumu sa
leve strane.

II nac¢in: Posmatrajmo skup L svih najkrac¢ih izlomljenih linija koje idu

1/.2 (r+1,n—r)
|
|

po linijama celobrojne resetke i spajaju tacke (0,0) i (r+1,n —r). Njih
ima ("F11177) = (")) (vidi resenje zadatka 40). Oznacimo sa By skup
izlomljenih linija koje seku pravu = 1/2 u tacki (1/2,k), k =0,1,...,n—
r. Njih ima koliko i najkradih linija koje spajaju tacke (1,k) i (r+1,n—r),
a to je (":k) Kako skupovi By Cine razbijanje skupa L,

L=ByuUuByU...UB,_,,

dobijamo da je
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Za dobijanje trazene sume iskoristi¢emo rezultat prethodnog zadatka:

kzn:lk‘* = Iém(i) +36<I§> + 14(’;) + (’f)

RO RO B0 50
<

4 k=3 k=2 k=1

E+1 E+1 E+1 E+1
= 24 14

(5 ) (") (") (4
7 n75+n74+n737£7n(n+1)(2n+1)(3n2+3n—1)
5 2 3 30 30

68. U oba dela koristimo sumacionu formulu (videti zadatak 66):
a) Imamo da je
(o) w5 ) 5% (1)
= k\m klm'(k m)l  m — m = m—1

i na osnovu sumacione formule dobijamo
-
kE\m) m\m)’
k=1

b) Sada vazi da je

2(n) =2 () -2 () L2 ()

k=0 k=0 k= k=

B () £ o))

k=0
69. a) Ako je n = m imamo Sp_ (D) (%) = (-D)*() (") = (-)™
Drugi deo tvrdjenja pokazujemo matematickom indukcijom.

Baza indukcije: za n =m 4+ 1 imamo

B (1)) - e

k=m
b1y m+1 +1
m—+1 m

(=)™ + (=)™ (m + 1) = 0.



T

Indukcijska pretpostavka: Pretpostavimo da je za neko N i svako n, m+

1 < n < N, ispunjeno
= k
k(" = 0.
() ()0

Indukcijski korak: Pokazimo da je i za n = N 4+ 1 odgovarajuca suma
jednaka nuli:

S ()= Zer () () ()
- () Ze (T
- Ser()) s s (0
= e ()0 2 e (D G) ()
- S 3 () -

k=m-—1
_ gN;n (1 + 1) (JD (:@) - él(_”k (JZ) (mk_ 1)
= 0-0=0

b) I nacin: Svaki sabirak sume ima sledeé¢u kombinatornu interpretaciju:
dat je skup A od n elemenata i biramo podskupove B i C tako da vazi C' C
B C Ai|B| =k, |C] = m. Trazena suma odgovara izboru podskupova
BiCtakodavaziC C BC Ai|Cl=m,am<|B|=k<n. Skup C
mozemo izabrati na () nacina, a svaki od preostalih n —m elemenata iz
skupa A\ C moze da bude, a mozZe i da ne bude (2 moguénosti) u skupu
B, tako da ako nam je C odredjen skup B mozemo da izaberemo na 2"~*

nacina. Tako smo dosli do rezultata: Y, _, (%) (:fl) =(1)-2nk

II nacin: Pomocu

(:1) (Z) m!(kki m)! k!(nni DI % ' m

B m!(nni m)! (k —(:;)!(TZ)i DI (Z) (2-?)
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dobijamo da je trazena suma

2 M6 -2 GG

k=m

()2 ()= ()

Suma na levoj strani ima slede¢u interpretaciju. k elemenata iz skupa M,
pri ¢emu | M| = m, moZe se odabrati na (') nacina i neka oni ¢ine skup X.
Neka je N skup sa |N| = n elemenata koji nema zajednickih elemenata sa
M (N M = 0). m elemenata iz unije N |J X moze se odabrati na ("ﬂtk)
nac¢ina i neka oni ¢ine skup Y. Stoga je broj uredjenih parova skupova
(X,Y), takvihdaje X C M, Y C NUX, |X| =k 1i|Y|=m, jednak je
(Z’) (”:lk). Broj uredjenih parova skupova (X,Y), takvih da je X C M,

Y C NUX i [Y]=m, jednak je 27 () ("HF).

m

Ovaj izbor mozemo napraviti i ako prvo odredimo skupove Y (M i
YNON. Ako [YN| =7, gde 0 < j < m tada je Y M| =m —j.
Znadi skup Y, uz uslove [Y(N| = j i |[Y M| = m — j, mozemo iz-
abrati na (?) (m”ij) = (?) (T) nacina. Ostaje da odredimo skup X koji
zadovoljava Y(\M C X C M (uslovY C N|JX povlaci Y(M C
(NUX)NM=NNMUXNOM)=0UX = X). Skup X moze biti
odredjen na 27 nacina, jer za svaki od j elemenata skupa M \ (Y (M)
imamo dve moguénosti: ili da pripada ili da ne pripada skupu X. Znaci,
Broj uredjenih parova skupova (X,Y), takvihdaje X C M, Y C NUX
i Y| =m, jednak je Z;’;O (?) (7]”) 27, Odavde sledi tvrdjenje zadatka.

U prvom koraku sredjivanja sume

s=3 (") (1) 4

k>0

pribeéi éemo pojednostavljivanju proizvoda:
n+k\(2k\ (n+k\(n+k—k
2k k) \ k 2k —k )’

e

k>0

§to nam daje

Sledeéa osobina koju koristimo je izvlacenje iz zagrada:

1 n\ 1 n+1
E+1\k) n+1\k+1/)
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$to nam daje
1 n+k\ /n+1 &
= —1)*.
S n+1kz>0< k )(k—i—l)( )

Sada ¢emo upotrebiti negaciju gornjeg indeksa da bismo "pojeli” ¢lan
(=DF ("F)(=1)* = (71, sto nam daje

= ()G

k>0

Sada ¢emo u poslednjem koraku iskoristi sumu proizvoda

S -0 =05

sar=—-n—1,s=n+1lin=1:

S )G - (),

k>0
S = 1 <0)
n+1\n

Kako je (2) =0zan>0,a (2) =1 za n = 0, dobijamo konacni rezultat
1, n=>0
5= { 0, n>0

Oznac¢imo sa S = >, (m_kr"”) (":ﬁ;s) (;lil;) Ako poslusamo uputstvo
dobijamo:

=y ("N ()0

2 ()6 )6

Sada iskoristimo osobinu za pojednostavljenje proizvoda:

-

Dobijamo

()T

§to nam daje
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Zatim ¢emo prvo sumirati po k, koriséenjem Vandermondove konvolucije
(r=m-r+s—jm=—j,s=n+r—sn=n):

522 (o) ()R ETON)

S PN I [

Onda iskoristimo uslov simetri¢nosti, a zatim opet osobinu za pojedno-
stavljivanje proizvoda:

(o ) = o ) )=

Dobijamo
m-—1r+s r r—m
=2 ("))

Sada izvucemo (;)7 a zatim jos§ jednom iskoristimo Vandermondove kon-
volucije (r=m—r+sm=0,s=r —m,n=mn):

T m-—r—+s\[/r—m r s
S = = .
G020 - C)6)
73. Neka je € = e2™/™ = cos 2rm + i sin 2wm, tj. € je m-ti koren iz 1, razlicit
od 1, paize™ = 1sledie™ —1=(e—1)(e™ 1 +---+e+1) =0,

§to nam daje e™ ! 4™ 24+ ... 4 e+ 1= 0. Ako u binomnoj teoremi
(x+y)" = X ()" stavimo = 1 i redom y = 1,¢,e%,...,em*

dobijamos
v+ +0)

o= (o) + ()ex (5) e+ (1)

ey = (0) (1) (5)et e (1)

m—1\n _ n Y _m-1 n 2(m—1) . n n(m—1)
(14+em™) (O>+(1>E +(2>5 + +(n>6 .

0 —k ~—2k —(m—-1)k
,E ¥ € ,...,5(’” ),

3

3 3

Ako pomnozimo sve ove jednakosti redom sa &
a zatim ih saberemo i iskoristimo ¢injenicu

0, j=k( modm)

J—k 2(—k) 4 ... (m=1)(G—k) —
147+ ¢ + -+ +e {m’ 5% k( mod m)
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dobijamo
iy n n n

14 0)Yre ki — .
Sarere=m| () (1) () 7

Levu stranu ove jednakosti mozemo transformisati

(1+ehne=hi = (6712 4 e=3/2)ngin/2=ik
= (cos j—ﬂ-) [cos ]7(71 )W + 2sin ]4(71 )W] ,
0 m m

a kako je desna strana realan broj to i leva mora biti realan broj, te je
stoga koeficijent na desnoj strani uz imaginarnu jedinicu jednak nula, $to
nam daje tvrdjenje zadatka:

m [(Z)+<kfm)+(k +"2m)+...} ’” (i@)j(ﬁk)

odnosno
m—1 . n .
" + " + " —|—--~:l cos 2- cosjim_%)ﬂ.
k k+m k+2m m ‘= m m

Oznac¢imo sa M skup ucenika koji vole matematiku, sa ® skup ucenika
koji vole fiziku i sa X skup ucenika koji vole hemiju. Tada po principu
ukljucenja-iskljucenja dobijamo da ucenika koji vole bar jedan od ovih

predmeta ima
M Jel x|

= M|+ @] +|X]— M@ = [@[X] - IM[)X]+ M2 )]
=124+144+13—-5—-7—4+ 3 = 26.

Zmnaci, u razredu ima 30 — 26 = 4 ucenika koji ne vole ni jedan od ovih
predmeta.

Oznac¢imo sa Ay skup prirodnih brojeva ne veéih od n koji su deljivi sa
k. Njih ima [%], gde [ ] oznacava ceo deo broja. U preseku A; N A; se

nalaze tacno oni brojevi koji su deljivi i sa i i sa j, pa je zato taj presek
jednak skupu Ay zg(;,;)- Kada primenimo formulu ukljucenja i iskljucenja
dobijamo da prirodnih brojeva ne veéih od 1000 koji su deljivi bar jednim
od brojeva 2, 3, 5 ili 7 ima

|A2UAsUAsUA7| = |Ag|+|As|+|As|+|A7| —|A2NAs|—|A2NAs|— | AsNAs|
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— | AoNAr|—|A3N A7 | —| AsNA7 |+ AsNAsNAs|+| AN A3N A7 |+ AsNAsN A

1000 1000 1000 1000
+|A30A50A7—|A20A30A50A7|:[ 5 }+[ 3 :|+|: 5 ]+[ - }

~ (1000 — F1000} 11000 }1000| 1000} |1000 n 1000
6 10 15 14 21 35 30

1000 1000 1000 1000
_ = 2 142-166—1
+{ o ]4—{ 0 ]4—{105] {210] 5004333 +200+ 66 —100

—66 —71 —47—-284+33+23+14+9—-4="772.

Dokaz ide indukcijom po broju skupova n. Za n = 1 tvrdjenje je trivijalno
ispunjeno: |Si| = |S1|. Baza indukcije je za n = 2: |S1[)Se| = [S1] +
|S2| — |51 U S2l, sto ocigledno vazi.

Indukcijska pretpostavka: Pretpostavimo da tvrdjenje vazi zan =k — 1:

s8N NSea|= X Epiys:

0£IC{1,2,....k—1} i€l

Indukcijski korak: Pokazaéemo da formula vazi i za n = k. Oznacimo
sa s levu stranu: s = [S1()S2()..- Skl = ‘ﬂf:l SZ-‘. Ako pri-

menimo bazu indukcije za n = 2 skupa, sa Si[]S2()-.-[)Sk—1 kao
prvim i S; kao drugim skupom, distributivnost unije u odnosu na
presek i dva puta induktivnu pretpostavku (za [Sy()S2()...[)Sk-1] i
[(S1USK)NS2USk) N ---N(Sk=1 U Sk)|, redom) dobijamo:

AERGRLS
ns

®
Il

k—1
= + [ Sk| — (ﬂ Si>USk
=1 =1
k—1 k—1
= S| + 1kl = [ (S U Sk)
=1 =1
= > DM Sif |+ 190l
PDAIC{1,2,....k—1} iel
- > (=) (Si U )
P0AIC{1,2,....k—1} iel
— > (=pfFy s
PDAIC{1,2,....k} iel
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(Obratiti paznju na pojavu k umesto k — 1 u poslednjem delu jednakosti:
zasto to k obuhvata sva tri sabirka iz prethodnog dela jednakosti?) Time
smo na osnovu principa matematicke indukcije pokazali da formula

S5 ASal= > pHUs:

0AIC{1,2,...,n} i€l

vazi za svaki prirodan broj n.

a) Oznacimo sa X = {z1,z2,...,2;} skup razglednica, a sa ¥ =
{y1,92,.-.,yn} skup prijatelja. Zadatak je ekvivalentan sledeé¢em prob-
lemu: koliko ima surjektivnih ("na”) funkcija f : X — Y7 Neka je to s.
Oznacimo sa A; (1 <14 < n) skup funkcija iz X u'Y koje zadovoljavaju da
y; nije slika nijednog elementa iz X, tj. A, ={f: X =Y |y &€ f(X)}.
Kako je ukupan broj funkcija iz X u Y jednak n* dobijamo da je
s=nF—|A;UAyU...UA,|. Naosnovu principa ukljucenja i iskljucenja
to je jednako

s=n" =" |Ail+ D A4 -4 (-1)"
=1

1<i<j<n

i=1

A; je skup funkcija iz X koje uzimaju vrednosti iz skupa Y \ {y;}, pa je
stoga |A;| = (n—1)¥; A;N A, je skup funkcija iz X koje uzimaju vrednosti
iz skupa Y\ {:,y,}, te je |A;NA;| = (n—2)*; generalno presek m ovakvih
skupova ima |A;, N A;, N...NA;, | = (n —m)* elemenata (1 < iy < iy <
... <’y < k). Kakoima (') podskupova indeksa M C {1,2,...,n} = N,
uz uslov [M| = m, sledi da svaka suma } y,cn. (aj=m |Nicar Ai| sadrzi
(TZ) ¢lanova od kojih je svaki jednak (n — m)F.
rezultat:

s=nk— (?)(nl)k+ (Z)(nQ)k.~+(1)"1<nﬁ1>1k.

b) Ovo je direktna posledica dela pod a). [ prijatelja koji ne treba da
dobiju razglednicu mozemo odabrati na (7) nacina, a preostalih n — [
prijatelja treba da dobiju k razlicitih razglednica, tako da svako od njih
dobije bar jednu (ako bi neko od njih dobio 0 onda ne bi tacno [ prijatelja
ostalo bez razglednice!). Stoga je rezultat:

(7)((71 L. (n N l)(n L= )F g (—) Y (n ’il:l 1> 1’€> .

Iz skupa nenula cifara, {1,2,...,9} mozemo izabrati k razlicitih cifara
C = {e1,¢9,...,¢,} na (Z) nac¢ina. Neka je A skup n-tocifrenih bro-
jeva sa ciframa iz skupa C, a A; C A skup n-tocifrenih brojeva koje
ne sadrze cifru ¢;. Broj n-tocifrenih brojeva u ¢ijim zapisima ucestvuju

To nam daje trazeni
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samo cifre C' \ {¢;,,¢i,...,¢i,} (ne moraju sve) jednak je (k — s)"
(to je ustvari broj elemenata skupa A; (Ai,()---()4:,), dok skup
{Ci\sCins - -+, Ci. } 1z polaznog skupa od k cifara mozemo odabrati na (’;)
nacina. Skup A; JA2{J...J Ax sadrzi sve n-tocifrene brojeve u kojima
se bar jedna cifra iz C' ne javlja, a A\ (A1 UA2J...UAxk) je skup
n-tocifrenih brojeva u kojima se sve cifre iz C' pojavljuju. Kada ovo
ubacimo u formulu ukljucenja i iskljuc¢enja dobijamo da je trazeni rezultat

() - SE (=1 (") (k- s)m.

Da bi rezultat eksperimenta bio niz n cifara potrebno je da u prvih
n — 1 bacanja pada samo nekih pet strana, a u n-tom bacanju padne
preostala, Sesta, strana. Tu Sestu stranu mozemo odabrati na (?) =6
nacina, a eksperiment duzine n je onda potpuno odredjen uredjenim
izborom sa ponavljanjem n — 1 elemenata iz skupa preostalih pet strana,
{s1, s2, S3, S4, S5}, gde se svaka strana javlja bar jednom. Ovo je isti prob-

lem koji smo ve¢ resili u zadatku 77.a) pa takvih nizova ima 5"~ — (?) .

gn=t 4 (g) 3l — (g) ol g (i) -1"71 (razglednice su sada strane kocke,
a prijatelji predstavljaju redne brojeve bacanja). Stoga je ukupan broj
eksperimenata duzine n jednak 6- (5" ~1—5-4""1+10-3""1 —10-2""1 +5).

Devet ljudi mogu se poredjati u niz na 9! na¢ina. Rasporeda u kojima
su 3 fiksirana zemljaka jedan do drugog ima 3!- 7!: ta tri zemljaka mogu
biti u bilo kom od 3! rasporeda, a zatim se ta trojka (kao novi objekat)
sa preostalih 6 ljudi moze rasporediti na 7! nacina. Iz koje su oni zemlje

moze se odabrati na (‘;’) = 3 nacina. Rasporeda u kojima su dve (fiksirane)

trojke susednih zemljaka ima (3!)? - 5!, a te dve zemlje biramo na (g) =3
nacina. Rasporeda u kojima su tri trojke susednih zemljaka ima (3!)3 - 3!,
a sve tri zemlje biramo na (}) = 1 nacin. Kad sve to uvrstimo u formulu
ukljucenja i iskljucenja dobijamo da trazenih rasporeda ima 9! —3-3!- 7!+
3-(31)2-5! — (313 - 3! = 362880 — 90720 + 12960 — 1296 = 283824.

U reci KOMBINATORIKA slova K, O, I'i A se javljaju dva puta, a os-
talih pet M, B,N, T, R po jednom. Ukupan broj permutacija sa ponavl-

janjem svih slova re¢ci KOMBINATORIKA jednak je (2 99 21131 11 1). Per-

.. .. .. e . . 12
mutacija u kojima je jedan par susednih istih slova imamo (2 2911111 1),

jer se ta dva slova mogu identifikovati kao jedno novo slovo (razlicito

od svih ostalih); permutacija u kojima su dva para susednih istih
. 11 . . . .

slova imamo (272’171’11171’1,1.?, jer se“ta dva Slc?va mogu 1den't1ﬁ}{ox./at1 kao

dva nova slova; permutacija u kojima su tri para susednih istih slova

. 10 . .. .. v e
imamo (2’171)1’1’1,171)1) i permutacija u kojima su sva Cetiri para sused-

nih istih slova imamo Te parove istih slova mozemo

9
(1,1,1,1,1,1,1,1,1)'
odabrati na (‘11), odnosno (3), (g), (j) nac¢ina. Kada sve to uvs-
timo u formulu ukljucenja i iskljuCenja dobijamo da je trazeni broj

riéi jedn?}; (2,2,2,2}12,1,1,1) _9(411) (2,2,2,1,112,1,1,1,1) + (3) (2,2,1,1,111,1,1,1,1) -
(3) (2,1,1,1,1,1,1,1,1) + (4) (1,1,1,1,1,1,1,1,1) = 202668 480.
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Napomena: Ajp iz formule ukljucenja i isklju¢enja predstavlja skup reci
koje imaju dva susedna slova K, As dva susedna O, A3 dva susedna 11 Ay
dva susedna A. Skup A; |J A2 |J As|J A4 je skup svih reci koje imaju bar
dva ista slova susedna, a trazene reci predstavljaju komplement tog skupa
u odnosu na sve reci od tih sloval

a) Neka je N, = {1,2,...,n}. Oznac¢imo sa A; skup svih brojeva iz N,
koji su deljivi prostim brojem p;. Skup A;;, N A, N...NA;, (1<i <
io < ... < iy, < k) ima za elemente brojeve koji su deljivi sa svakim od
DiysPigs -+ sDis b S& Diy ~ Diy + ..+ pi,, (jer su ti prosti brojevi uzajamno
prosti). Na osnovu zadatka 75 imamo da skup A;, N A;, N...N A4,  ima

n n

|AilﬂAi2ﬂ...ﬁAim| =
Piy " Pig oo Dipy Piy " Piy -+ Dipy

elemenata. Svaki od tih skupova se javlja ta¢no jednom. Iz formule
ukljucenja i iskljuc¢enja dobijamo
No\ (A5, UA;, U...UA,; )

nf;§+ oy
Z

1<icj<m PiPi ;S5 p<m PiPiPk

Matematickom indukcijom po broju prostih faktora, m, u faktorizaciji
broja n pokazujemo da je ovaj broj jednak

()02

b) Neka su pi,po,...,ps zajednicki prosti delioci brojeva m i n, a
q1, 92, - - -, q preostali prosti delioci broja m i ry,7s,...,r, preostali prosti
delioci broja n. Tada su p1,p2, ... Pss Q15925+, qt, 71,72, -« . , Ty SVI prosti
delioci broja mn, pa na osnovu dela pod a) i osobine da je ¢> < ¢ za
brojeve 0 < ¢ < 1 imamo:

O (). (GH) (O

S

§to je i trebalo pokazati.
Jednakost u ¢?> < ¢ vazi samo za brojeve ¢ = 0 i ¢ = 1, ali oba ta

sluc¢aja otpadaju jer 1 — — ne moze biti ni 0 ni 1. Stoga jednakost u
p
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trazenoj formuli vazi samo kad nema ¢lanova py, pa, ..., ps, odnosno kada
su prirodni brojevi m i n uzajamno prosti.

¢) Neka je n = pMph? ... pkm | Trazeni rezultat ¢éemo pokazati indukeijom
po zbiru stepena ki + ko + ... + k.

Baza indukcije: Ako je m =11 k; =1, tada je n prost i suma na levoj
strani postaje ¢(1) + ¢(n) =14+ (n —1) = n.

Indukcijska pretpostavka: Pretpostavimo da tvrdjenje vazi za sve brojeve
kod kojih je k1 + ko + ... + kyp, <1 — 1.

Indukcijski korak: Pokazatemo da tvrdjenje vazi i za prirodan broj kod
koga je k1 + ko + ...+ k,, = r. Neka je

Dy = {pitp2...pim |0<iy < ks — 1,0 <ig < kgy.o,0 <ipy < kin}

D2:{plf1p;2"‘p?1n |0§22§k2a70§1m§km}

razbijanje skupa D delilaca broja n na dva dela. Tada na osnovu induk-
tivne pretpostavke imamo da je

Spld = 3 eld)+ 3 pld) = pb (1o ) =,
d|n 1

deD, deDa P

gde smo iskoristili da za uzajamno proste brojeve a i b vazi ¢(ab) =
p(a)p(b).

Oznacimo sa S,, skup svih permutacija skupa N,, a sa A; (1 < i < n)
skup svih permutacija koje imaju i za fiksnu tacku, tj. kod kojih je a; = 1.
Tada bilo koji presek k takvih skupova ima |4;, NA4;,N...NA; | = (n—k)!
elemenata (1 <ip <ip <...< i <mn),jersuuskupu A;, NA;;N...NA;,
brojevi iy, 49, ..., i fiksne tacke, a na ostalih n—k mesta moze da se pojavi
bilo koji od preostalih n — k brojeva. Iz formule uklucenja i iskljucenja
dobijamo da je broj permutacija bez fiksne tacke jednak

D(n) = |S\(A1UAU...UA)|
= n!<’f>(n1)!+<’;>(n2)!...+(1)H<Z>
= n!(l—%—i—%—...—l—(—l)"%).

k fiksnih tacaka mogu se izabrati na (Z) nacina. Ostalih n — k elemenata
permutacije se rasporedjuju na preostalih n — k mesta, tako da nijedan od
tih elemenata nije na svom mestu i to mozemo uéiniti na D(n — k) nacina,
gde D oznacava broj permutacija bez fiksne tacke. Stoga, permutacija sa
tac¢no k fiksnih tac¢aka ima

(Z)D(n—k)z;l—:(1—%+%—...+(—1)"—’“ﬁ>.
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Resicemo opstiji problem: Koliko ima permutacija « skupa Ng =
{1,2,...,s} takvih da za svaki broj j € {a1,a2...,a,,} C Ny vazi
a(y) # j7 Slicno kao u zadatku 83 oznacimo sa A; (1 < i < m) skup
svih permutacija koje imaju a; za fiksnu tacku i sliénim zakljuc¢ivanjem
dobijamo da je

D(s,m) = s! — (T) (s— 1)+ (’;) (s—2)— ...+ (-1)™ <m> (s —m)L.

m
Sada se vratimo na problem iz zadatka: tu je s = 2n, m = n i
{a1,az2...,am} ={2,4...,2n}, pa je broj permutacija koje nijedan paran

broj ne slikaju samog u sebe jednak

(2n)! — (’1‘) (2n— 1)1 + (Z) 2n—2)— ...+ (-1)" (Z) nl.

Oznadimo sa A; skup rasporeda za okruglim stolom u kojima i-ti bracni
par sedi jedan do drugog. Uoc¢imo k parova i razmotrimo rasporede u
kojima za svaki od ovih parova vazi da muz sedi do Zene. Svaki taj par
moze biti tretiran kao jedna nova osoba i svaka dva mesta koja zauzima
neki od tih parova mogu biti uzeti kao jedno novo mesto. Pored toga
imamo jo$ 2n — 2k osoba i 2n — 2k stolica. Dakle, to se svodi na raspored
2n—k osoba na 2n—k stolica. Kako su stolice oznacene, broj tih rasporeda
jednak je (2n — k)!. Ali unutar svakog od tih k parova, mozemo zameniti
mesta muzu i Zeni i oni ée ostati susedni. Stoga ima 2¥(2n—k)! rasporeda.
Kako k parova mozemo odabrati na (Z) nacina, dolazimo do

Y A NAL N N4, = (Z)zk(zn — )L

1<i1<...<ip<n

Kada to uvrstimo u formulu ukljucenja-isklju¢enja dobijamo da trazenih
rasporeda ima

(2n)! — (T)z(zn 1)+ (Z) 22(2n — 2)l — ...+ (=1)" (") 9"

n

- f:(_l)k (Z) 2% (20 — k)L.

k=0

a) Oznac¢imo sa S(n, k) broj neuredjenih razbijanja n-elementnog skupa
na k podskupova (pod terminom razbijanje, podrazumevamo da su pod-
skupovi disjunktni i da je njihova unija jednaka polaznom skupu).

Odredi¢emo broj uredjenih razbijanja n-elementnog skupa na k pod-
skupova (to je jednako k!S(n, k) jer svakom neuredjenom razbijanju odgo-
vara k! uredjenih koja se dobijaju premestanjem podskupova) i oda-
tle na¢i B, k. Svakom uredjenom razbijanju (Xi,Xs,...,X%) skupa
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X = {a1,as,...,a,} odgovara funkcija f : X — N data sa f(a) = j
ako i samo ako a € X;. Zbog toga je broj razbijanja n-elementnog
skupa na k podskupova jednak broju funkcija f : X — Ni koje su
"na”. Oznacimo skup svih takvih funkcija sa F', sa F skup svih funkcija
f: X — Ni, asa F(b) skup svih funkija koje ne uzimaju vrednost b,
tj. F(b) = {f : X — Ny | Va € X) f(a) # b}, gde je b € Ni. Kako je
|Fl=k"i|F(bi)NF(b2)N...NF(b;)| = (k—3)™ (jer sve te funkcije slikaju
X — N\ {b1,b2,...,b;}) iz formule ukljucenja i iskljuc¢enja dobijamo da
je

k o
Fl = 1= F@UF@ U O R =8 = 7 () - iy
k (K k (k
(=) (k=" =) (=DF 7 )i" (smenai=k—j),
=0 <j) J Z (Z> S J

i=0

J

tj. |F| = Zle(—l)k_i (’:)2” Odavde dobijamo da je broj neuredjenih
razbijanja n-elementnog skupa na k podskupova jednak

S(n, k) = %i(n“(’;) i

Brojevi S(n, k) se nazivaju Stirlingovi brojevi druge vrste.

b) Ukupan broj ekvivalencija na skupu sa n elemenata jednak je zbiru
ekvivalencija sa 1 klasom, sa 2 klase, ..., sa n klasa:

n n k
By=> S(nk)=>_ % > (ke (’:) i
k=1 k=1 " i=1

¢) Ekvivalencije na skupu od n+1 elemenata mozemo prebrojati na slede¢i
nac¢in: element a,4; moze pripadati klasi ekvivalencije koja, pored a1,
ima jos k =0,1,...,n elemenata. Ta klasa ekvivalencije moze se odrediti
na (Z) nac¢ina: biramo k elemenata skupa X \ {a,t1}, dok se ostalih
n — k elemenata nalazi u preostalim klasama ekvivalencije. Oni se mogu
rasporediti na B,,_; nacina, $to nam sa smenom i = n — k daje:

n n

e (oS- ()

k=0 k=0 =0

d) B,, moZemo predstaviti u obliku

Bn=> S(nk)=>Y_ S(nk),

k=1 k=1

n
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jer je S(n,k) = 0 za k > n (n-elementni skup je nemoguée podeliti na
k > n klasa ekvivalencije!). Koriséenjem formule pokazane u delu pod a)
i zamenom redosleda sumiranja dobijamo:

B,

gde smo iskoristili ¢injenicu da je ZZOZO ”,i—’: = e” (videti sledeéu glavu o
funkcijama generatrise).

-2
88. —22)7% = —2z)" = "z,
(a) (1—2z) Z<n>( 22)" =) (n+1)2"x
n>0 n>0
Dakle, koeficijent uz x° je c5 = 6 - 2°.
1
(b) Kako je (1 + :c)% = Z <3):c”, to dobijamo da je koeficijent uz z*
n
n>0
jednak

(c) Craf _ 1 2%(1+§)%—2% S an (
1—-2z  1—-=z 2 o
n>0
V2 2 3 % % z % z? % a?
242 (1 il il o4
(1+z+2>+ 2%+ )(<0>+<1>2+<2) T+ 3> T T )

Odavde zakljuéujemo da je koeficijent uz z3 jednak

-2 (3() 1) -2)- ()

1 n 2 n 1
1l—z (1-2)2 1+=z

(1—1x2+<1—1x>2>’

to zakljucujemo da pocetni izraz moze da se predstavi u obliku :

(d) Kako je

I-2)1—-2%)

N =
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n>0 n>0 n>0

3n 2n 1 3n n
E x E x + 3 x E (n+ Dz
n>0 n>0 n>0 n>0

Poslednji izraz je oblika :

1
5(1+a:34—3:64—gr;9+---)(1+a:2+ac4+ac6+338+---)

1 f
+§(1+x3+x6erg+~~~)(1+2x+3x3+4x3+5x4+-~-)

U prvom delu izraza, z° dobijamo kao proizvod slobodnog é&lana i

2%, kao i
slobodan ¢lan i 2°, 423 i 26, 725 i 23.

i 8. U drugom delu izraza, z° dobijamo u tri slucaja -

3

Na osnovu toga zakljucujemo da je trazeni koeficijent

89. (a) Imamo da je

09=%((1+1)+<1+4+7)):7

1 1 a b
(1—ax)(1—br) a—-b\l—ax 1—bx

! 2 aZ(ax)" —bZ(bx)"

a —
n>0 n>0

1
a—>

Z(an+1 o anrl)wn

n>0

Na osnovu dobijenog izraza zaklju¢ujemo da je koeficijent uz =™ jed-

nak

n+1l _ bn+1

a
Cp =
a—2>b

(b) Posle rastavljanja na ¢inioce dobijamo

1 1

1—6x1122 — 623 (1 —2)(1 —22)(1 —3z)"
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1 3 2
Kako j _ _ N o P
O IE T T2y (1 - 3a) 1-3z 1-2z > 3

n>0
2 Z 20" = Z(?)”H — 2"z dobijamo

n>0 n>0
1

_ n 3n+1 _ 2n+1 n

(1—2)(1— 22)(1 - 32) ;x ;( @

Konacno zaklju¢ujemo da je koeficijent uz x™

n

Cn = Z(3k+l _ 2]{:-‘1-1)

k=0
(C) # _ (1 _ x2)72 _ Z -2 (_l)nx2n — Z(n + 1)33271 pa
(1 — x2)2 n ’
n>0 n>0
je koeficijent uz ="
o k+1 |, n=2k
" 0 , n=2k+1
l—z—2*>  1-2z+xz(l—2) 1 x

d -
(d) (1—-22)1—x)? (1—-22)(1—2x)? (1—2x)? + (1-22)(1—x)
Sada rastavljamo posebno svaki od sabiraka.

(1-2)2=3" (‘f) (—o)" =Y (n+ 1)

n>0 n>0

T 2 1 el "
(1—2x)(1—x):$(1—2x_1—x):$2(2 e

n>0
Koeficijent uz ™ u prvom sabirku je n+ 1, a u drugom 2™ — 1, pa je
trazeni koeficijent

cp =n-+2"

90. Oznacimo sa f(z) funkciju generatrise niza f,, = 1,n € Ny. Poznato nam
je da je f(z) = .

(a) Primenjujuéi pravilo izvoda na funkciju generatrise f(z) dobijamo

da je f'(x) = ;7=5 funkcija generatrise niza (1,2,3,4,...), tj. b, =
n + 1. Odatle zaklju¢ujemo da je

trazena funkcija generatrise.
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(b) Funkcija generatrise niza a, = an + 8 je a(z) = Z(an + B)a" =
n>0
@ Z nz" 443 Z 2" = ag(z)+8f(x), gde je g(x) funkcija generatrise
n>0 n>0
niza g, = n+ 1, a f(z) funkcija generatrise niza f,, = 1. Iz dela pod
(a) dobijamo da je

T 1 [Btar—pfo
Ao P12 a—ae

a(z) =«

(c) f(z) = ﬁ je (na osnovu dela (b)) funkcija generatrise niza f,, =
n 4+ 1. Na osnovu toga, dobijamo da je f”(z) = ﬁ funkcija

generatrise niza f/ = (n+2)(n+1). Kako je (n+2)(n+1)—(n+1) =

(n + 1)2, dobijamo da je funkcija generatrise niza a,, = n? jednaka

= 2(f"(2) — f(z :x(1—2x)

(d) Na osnovu delova (a), (b) i (c), kao i osobina funkcija generatrise,
dobijamo da je

(1 —2x) x 1
i—zp Pa=ap

a(z) =«

(e) Funkcija generatrise niza a,, je

a(z) = Z apx" = Z(&fr)” =7 _1396

n>0 n>0

(f) Sliéno kao i u prethodnim slu¢ajevima dobijamo

5 3

Ar) = T4

(a) Kakoje f(z) = ﬁ fukcija generatrise niza (1,1,1,1,...), to je f(x®)

funkcija generatrise niza (1,0,0,1,0,0,1,0,0,1,...), pa je w

funkcija generatrise niza (0,0,1,0,0,1,0,0,1,...). Konac¢no, trazena
funkcija generatrise je

f(z3) -1
(@) = f(z) - 1)
x
(b) f(z) = ﬁ je fukcija generatrise niza (1,1,1,1,...). Koris¢enjem
operacija za rad sa funkcijama generatrise, dobijamo da je f(2x)

funkcija generatrise niza (1,2,4,8,...,2",...), a g(z) f2)=1

= xZ
funkcija generatrise niza (2,4,8,...,2",...). Dalje su g(2?®),xg(x?) i
22g(x?), redom, funkcije generatrise nizova (2,0,0,4,0,0,8,0,0,...),
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(0,2,0,0,4,0,0,8,0,...) i (0,0,2,0,0,4,0,0,8...). Kako sabiranjem
ova tri niza dobijamo dati niz, to je njegova funkcija generatrise
1

-1 1+z+22
F(a:):(1+x+x2)g(az)=(1+x+x2)1 =

1—x

11 a1 K
() f(x)zz(nm)!x E%(wmﬁ(e ZE)

=0

(@) fa) = szn _ 1+3x+z”<”*1>+2”+1xn _

n!
n>0 n>2

1+3x+z Z Z —1+3x+x263”+

2x(e” —1)—|—e :1—|—a:—|—e (1+x)

Oznac¢imo sa A = ) ( ) miB=Y% (27?11) 22"+, Koriséenjem bi-
nomne teoreme, vidi se da je

A+ B

A-B = ) (ZZ) (=1)"a" = (1 =)™,

odakle se dobijaju sledece vrednosti

Il
—
S 3
=
8

_

+

B

A

(T+z)"+ (1 -2)"),

B = Z((l+2)"—(1—2)").

N~ N~

93. Oznacimo sa A = 3 (*")z®" i B = ¥ (**T")a? 1. Koriséenjem

m
n

funkcije generatrise >, () = % vidi se da je

= [

5 ()" = =

n

A+ B

m .M

Z (Z) (=1)"a" = ‘(g_jl)iﬂ’

n

A-B

odakle se dobijaju sledeée vrednosti

4= §<<1—i>m+l+<1(+3:+l)
b= %((1_;%1—(11221)
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94. Trazeni broj uredjenih trojki jednak je koeficijentu uz =™ u polinomu
A+a+2?+23+- )1+ +25+27+- )@ + 20 + 2%+ )

(ovde treba obratiti paznju na to da je k > 1). Dakle, trazena funkcija
generatrise je

CE5
Fla) = (X (D et (Pt =

k>0 k>0 k>0

95. Trazimo sve brojeve oblika k = ¢,,_1¢n—2.--Ci1Co, za koje je cg + ¢1 +
“o 4 Cm—1 = n, gde su ¢; cifre. Ukupan broj takvih brojeva jednak je
koeficijentu uz 2" u polinomu (14 x4 22+ 2% +-- - +2%)™. Dakle, trazena

.- . . _ [(1=20 m
funkcija generatrise je f(z) = (ﬁ)
96. (a) Posmatramo nizove (ag,a1,az2,...)i(1,1,1,...), ¢éije su funkcije gene-
ratrise, redom, f(z) i 1;@. Njihov proizvod je, na osnovu definicije
proizvoda, niz (S,)n, a funkcija generatrise proizvoda je proizvod

funkcija generatrise, tj. {(1

7I.
(b) Na osnovu dela (a), dovoljno je naéi funkciju generatrise niza

(L3, 4,1,

1 Todt zntl

Kako je = Z ", to je — = Z ——. Dakle, —in(1—
1—x >0 o 11—t n20n+1

z) je funkcija generatrise niza (0,1, 1, %, 1,...). Odatle zaklju¢ujemo

daje f(z) = —@ funkcija generatrise niza (1,1, %, 1,...), pa je
funkcija generatrise niza H,

f(x) In(1— )

H = = —
(z) 1—z (1 —x)
(¢) Na osnovu dela (a), ocigledno je S™(z) = (1f_(9;))r.

(d) Na osnovu dela (¢), imamo da je

f(x)

S =Ty

=1 = fl@x)=>0-2)".

Sada lako dobijamo da je pocetni niz a,, = (—1)" (;)

97. a) Jednaéini a,+1 = 3a, + 2 odgovara jednacina

Alx) —ap 2
— =34t

A(z) —ag

pomerenom za jedan ulevo tako da je njegov n-ti ¢lan razvoja jednak

sa funkcijama generatrise: izraz na levoj strani, , odgovara nizu
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an+1; n-ti ¢lan od 3A(x) je 3a,; dok je svaki (pa i n-ti ¢lan) razvoja

jednak 2. Jednacini a,+1 = 3a, + 2 sa pocetnim uslovom ay = 0
—x

A
odgovara jednacina ﬂ = 3A(z) + Sto kad sredimo dobijamo
x

1—a’
2

A(x)(1 —3z) = 1% Odatle nalazimo trazenu funkciju generatrise niza
-z

(@n)n>0:

2z

A= s

Funkciju generatrise niza ¢emo predstaviti u pogodnijem obliku za trazenje
niza (racionalnu funkciju predstavimo u obliku zbira parcijalnih razlo-
maka) i zatim iskoristimo poznate funkcije generatrise iz prethodnog po-
glavlja:

2z 1 1

A@) =G50 " 13 -z

Iz funkcije generatrise lako nalazimo i opsti ¢lan niza:

Aw) = o — 1 = B - Y = @ -

n>0 n>0 n>0

Ax) = Zanx" = a,=3"-1

n>0

b) Jednacini anto = 2a,41 — ap, sa pocetnim uslovima ag = 1,a; = 2
odgovaraju funkcije generatrise:
Alz) —1-2 Alx) —1
(@) T AW

2 x

Kada ovo sredimo, dobija se

T

. 4 1 N n+1\ ,
Ale) = (1—x)2:1—x+(1—w>2:_;x +Z>%( " )x

Z(—l+n+1)x"=2nﬂc" = an =N.

n>0 n>0

¢) Jednacini a2 = —4a,41 — 8a, sa pocetnim uslovima ag = 0,a; = 2
odgovaraju funkcije generatrise:

A(r) —0—2x 774A(x)70
x? N x

— 8A(x).
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Kada ovo sredimo, dobija se

Alz) = 2z

1+ 4z + 822

Ponoviéemo postupak iz prethodna dva dela, samo je sada racun komp-
likovaniji jer su reSenja kvadratne jednacine 2% +4x+8 = 0 (primetimo da
ovo nije imenilac razlomka, nego ”obrnut” polinom!) kompleksni brojevi

1= —2+ 201z = —2— 2i. Funkciju generatrise opet predstavljamo
kao zbir dva razlomka (sada nisu parcijalni, jer se javljaju kompleksni
brojevil):

Alz) = 2x B B n C
1444822 1— (=242 1—(=2-20)x
_ B(1—(-2-2i)x) +C(1 — (=2 +2i)x)
B (1— (=2 +2i)z)(1 — (-2 — 2i)x)
(B+C)+((2+2)B+ (2-2i)C)x
N 1+ 4a + 822
Izjednacavanjem leve i desne strane dobijamo sistem
B + CcC =0
(2+21')B + 2-290C = 2 ,
¢ija su reSenja B= —, C' = 2 Stoga imamo:
2 —i/2 /2
Alx) = x _ i/ i/

14424822 1—-(-2+2)z 1—(-2-2i)x
- ; S (-2 420" + % 3 (-2 20"
n>0 n>0
Odatle dobijamo resenje

an = _72(72 20"+ %(4 —2%)",

ali da bismo ga jos pojednostavili predstavi¢emo oba ova kompleksna broja
koji se stepenuju u trigonometrijskom obliku:

3
—242 = 2V2- (cos—+zsmzﬁ)
—2-2 = 2V2- (cosi+zs1ni):2\/§ (cosg—ﬂ—zsm?)—ﬂ)
4 4 4 4
Tada je

—1 3 3 ) 3T 3
= ?2(2\/5)" - (cos %n + ¢ sin Zﬁn) + 3(2\/5) - (cos i isin Zﬂn)

odnosno kad se sredi dobijamo a,, = (2v/2)" sin —n

Ovo resenje se koris¢enjem trigonometrije moze razbiti na slucajeve:
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an =0 kada je n = 8k,
an = (2v/2)" kada je n = 8k + 6,
an = —(2v2)" kada je n = 8k + 2,

1
an = E(m/ﬁ)n kada je n = 8k + 1 ili n = 8k + 3,
1
ap = ——=(2v/2)" kadajen=8k+5ilin=8k+7T.
\/5( ) ]
d) Jednaéini a3 = 6a,42 — 1la,y1 + 6a, sa potetnim uslovima ag =
2,a1 = 0,a2 = —2 odgovara:
Ax) —2-0-z — (—2)2? Ax)—2-0- A(x) —2
) =2-0 0= (D" _(Alw) 22000 AW =2 60
x x
Kada ovo sredimo, dobija se
2022 — 122 + 2
A(x) = .
@) = 6 1127 — 60
Funkciju generatrise predstavljamo kao zbir tri razlomka:
2022 — 122 + 2 2022 — 122 + 2
Alz) = =
1—6x+ 1122 — 623 (1 —x)(1—2x)(1 —3x)
B C D
= + +

l—2z 1—-2¢x 1-3z

Kada sve pomnozimo sa imeniocem dobijamo jedna¢inu 2022 — 122 +2 =
B(1-52+622)+C(1—4x+322)+D(1—-3z+222), od koje izjednatavanjem
leve i desne strane dobijamo sistem

B + C + D = 2
—-5B — 4C - 3D = -12
6B + 3C + 2D = 20 ,
Cija su resenja B =5, C = —4, D = 1. Stoga imamo:
Ay =— ot L 5y o a Y )+ B
l—2z 1—-2z 1-3z
n>0 n>0 n>0
A(z) = Z anx” 2(5 — 42" 4 3")z",
n>0 n>0

Odatle dobijamo resenje a,, =5 —4-2" + 3" =5 — 2"+2 4 3n,

unJrl

98. Iz smene = 2z, — b dobijamo

u’fL

Un41
Un
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. Un+2 = . . .. ..
(i znt1 = nte oy b), sto kad uvrstimo u rekurentnu jednacinu dobijamo
Un+1
Unt1 p— Upt1Un +b—0a  Upi1 +un(b—a)
Un Up+1Un Un+1

Kad ovu jedna¢inu pomnozimo sa u,4+; i sredimo dobijamo trazenu
jednacinu
Unt2 + (b — Duper + (@ — b)u, = 0.
Zaa=01ib=2toje
Up+2 + Upnt1 — 2uy = 0.

Karakteristi¢na jednaéina, je t24t—2 = 0 injeni korenisut; = 1ity = —2.
Stoga je opste resenje ove rekurentne jednacine oblika

up =C1 + Cy - (=2)",

gde su C; i Cy konstante koje se odredjuju iz pocetnih uslova. Kako smo

. Un+1 . o . . . .
uveli smenu z, = —=~ 4+ 2 i na pocetku smo imali zy = 1, najpogodnije

n
je uzeti ug = 1 (odredjivanjem vrednosti ug dobijamo sve ostale vrednosti

niza (u,,) iz poznatog niza (z,)!), jer je tada u; = 29—2 = —1. ReSavanjem
sistema
1+ Cy = uy = 1
CH — QCb = U = -1
.. 1. 2
dobijamo Cy = 3 iCy = 3
1+2-(=2)"
Up = 3( ) ,

§to kad uvrstimo u z,, dobijamo:

B 71+2'(72)”+1+271+2~(—2)”+1+2+4-(72)”

142 (=2)n N 1+2-(=2)n '
odnosno z —;
L4 2(=2)n

Kada izjedna¢imo matrice na levoj i desnoj strani polazne matri¢ne
jednacine,

Upt1 1 0 1 Up Up + Wp
Unt1 | =10 1 1] |ou,| = Uy + Wy, ,
W41 1 -1 4 Wh, Uy, — Uy, + 4wy,

dobijamo sistem rekurentnih jednacina:

Un+1 = Unp + W,
Uny1 = Up  + W,
Wpt1 = Up — Up + 4wy,
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Da bismo dobili rekurentnu relaciju samo po u treba ”eliminisati” i v i w.
Iz prve jednac¢ine imamo

Wp = Un+1 — Un,

§to kada ubacimo u tre¢u dobijamo: uy 4o —Un41 = Up — Vp +4Up+1 —LUn,
a odavde
Up = —Up42 + OUnt1 — FUp.

Kada u drugu ubacimo izraze za v i w preko u dobijamo trazenu homogenu
linearnu rekurentnu relaciju:

Un+3 — 6Un+2 + 9Un+1 — 4un =0.

Karakteristi¢na jednagina je t>—6t2+9t—4 = 0, odnosno (t—1)%(t—4) = 0.
Njeni koreni su t; = t5 = 11 t3 = 4, pa je opSte reSenje oblika

Up =C1-1"+Co-n-1" +c3 - 4™,

gde konstante Cy, Cy i Cs trazimo iz pocetnih uslova (ug = 1, u; =
ug +wo = 21 ug = ug +wy = ug + (up — vo + 4dwp) = 6). Kada resimo
sistem

u = 1 = + Cs
uy = 2 = C + Cy + 4C;
u = 6 = C7 + 20y + 16Cs
2 1
dobijamo C’lzg,C’g:Ongzg. Opésta formula za u., je
2+ 4™
Uy = .
3

Napomena: Da smo sistem rekurentnih jednacina ”prebacili” na funkcije
generatrisa, dobili bi sistem jedna¢ina po U(z), V(x) i W(z), ¢ijim
reSavanjem dobijamo:

1—-3x
V@) = r 5ot
Odatle, takodje, dobijamo da je
A
n — 3 bl

ali dobijamo jednostavniju linearnu rekurentnu vezu:
u(n +2) —5u(n + 1) + 4u(n) = 0.

Ovo je posledica toga Sto funkcija generatrise sadrzi potpunu informaciju
o nizu (i pocetne uslove, koje smo u prethodnom razmatranju uzimali tek
na kraju, a oni su "krivei” za to pojednostavljenje jer je

u(0) — v(0) + 3w(0) v(0) + 8u(0) — 3w(0)  v(0) — u(0)

4774
9 + 9 + 3 "

u(n) =
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i za u(0) — v(0) + 3w(0) # 0 i v(0) — u(0) # 0 dobija se rekurentna veza
Up43 — 6Upto + upi1 — 4u, = 0, a ako je neki od tih izraza jednak nuli
dobijamo jednostavniju rekurentnu vezu).

Karakteristicna jednacina je 2 — = 0 i njeni koreni su t; = 11

1
2

DO o+

to = —%. Stoga je opSte resenje
1 n
a,=C1+Co | —= .

1
Iz pocetnih uslova C7 + Cy = ag i C7 — 502 = w1 nalazimo da je

DO

ap + 2a; 2ag9 — 2a1 .
Oy = dot2m o 200 — 201
1 3 2 3 1
ao+2a1 +2a0—2a1 1 "
ap = )
3 3 2
n . o D)
Kako je limy, .o (—3)" = 0 dobijamo da je lim,, o an = w.

Ozna¢imo sa p, broj reti duzine n sastavljenih od slova a,b,c,d, koje
sadrze paran broj slova b. Tada je p, + ¢, = 4™ (sve rec¢i duzine n). Re¢
duzine n + 1 sa neparnim brojem slova b moze se dobiti od re¢i duzine n
sa neparnim brojem slova b ako joj se na kraj dopise jedno od tri slova a,
c ili d, kao i od re¢i duzine n sa parnim brojem slova b ako joj se na kraj
dopise slovo b: ¢p+1 =3 - ¢n + pn- U ovom sistemu,

Pn + qn = 4n
dn+1 = Sqn + Pn,

ako iz prve jednacine izrazimo p,, = 4" —q" i to ubacimo u drugu dobijamo
nehomogenu linearnu rekurentnu jednacinu

dn+1 = 2, + 4",

Da je go = 0 mozemo dobiti iz q; = 2qo + 4° (¢ = 1: samo re¢ b). Ako
sad predjemo na funkcije generatrise dobijamo:

Qz) -0 1
=\ "9 -
. Q@) + T
§to kad sredimo daje
x
Qz) =

(1—-22)(1 — 4z)

Predstavimo Q(z) u pogodnijem obliku:

Qo) = - A LS e - Y e

1—4r 1-2¢ 2

4n_2nn
S 3=t

n>0
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1
Odatle dobijamo resenje a, = 5(4” —2m).
a) Napisimo jednacinu sa indeksima za jedan veéim (n — n + 1):
Tn+3 — 4{En+2 + 45En+1 = 2n+1

i od nje oduzmimo dvostruku polaznu jedna¢inu. Na taj nacin smo elim-
inisali nehomogeni deo i dobili smo jednaé¢inu

Tnt+3 — 6Tp40 + 12247 — 8z, = 0.

Karakteristicna jednacina je > — 6t2 + 12t — 8 = 0 i njeni koreni su
t1 =to = t3 = 2, pa je opste resenje oblika

Ty = C’12" + CQTLQn + C’gn22".

Nepoznate konstante nalazimo iz pocetnih uslova (zg = 1 = 0, a iz
polazne jednacine, za n = 0, dobijamo x5 = 1): C; = 0, Cy = —%,

1
C3 = 3 Opste reSenje je

T, =n(n —1)2"73,
b) Na isti nacin kao u delu pod a) dolazimo do homogene linearne
rekurentne jednacine

Tnt+3 — 3Tp42 + 3Tny1 — 22, = 0.

Karakteristicna jednacina je t3 — 3t2 + 3t — 2 = 0 i njeni koreni su ¢; = 2,

1+iv3 1—iV3
2

2 =
2
pa je opste resenje oblika

:1~(cos§+isini),t3 =

3 :1-(cos§—isinﬁ),

3
m

Ty = C12" + O cos( 3 n) + Cs sin(gn).

Iz o = 1, Tr1 = 3i To = 5 dobijamo 01 = 17 CQ = 0, Cg = —. Opéte

S

reSenje je
9 4 2 . nw
Ty = — sin —.
V3 3
Drugacije zapisan ovaj niz je jednak
2m n = 3k
Tp=14 2"+1 n==6k+1,n =6k +2
2" —1 n=6k+4,n=6k+5

¢) Eksponencijalni ¢lan, 2", eliminiSemo ako od pomerene jednacine
oduzmemo polaznu:

Tpt3 — 8%pqo + 212y — 182, =1 —n.
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Clan n eliminisemo ako ovu jednaéinu oduzmemo od njoj pomerene:
Tn44 — 9In+3 + 291’n+2 — 39I7l+1 + 18:Cn = —1.

Clan —1 eliminisemo ako ovu jedna¢inu oduzmemo od njoj pomerene:
Tn+5 — ].0(En+4 + 38$n+3 — 68£Cn+2 + 57.’En+1 — 181’n =0.
Karakteristicna jednacina je t5 — 10t* + 38¢% — 68t2 + 57t — 18 = 0 i njeni
koreni su t; = t3 = 1, t3 = 2 (ove korene smo mogli da otekujemo zbog
postupka kojim smo eliminisali nehomogeni deo!) ity = t5 = 3, pa je

opste resenje oblika

z, = C1 4+ Con + Cg?n + Cy3™ + C5n3"

1
szon,xl=Oix2:1,x3:9,x4=51d0bijam001=C'2=Z,

) ) . .
Cs=1,C4 = e Cs = Tt Opste resenje je
1+n+2"24+5.3""1(n—3)
Tp = .
3

Napomena: Zadatak je bilo moguée resiti i pomocu funkcija generatrisa

. L 2 1/4 1/2 14
i tada bi dobili a) X (t) = 1207  1-2t (1—-202  (1-20
1_ t2 t2 _ t3 _ t4
/4 1 5/3  5/12

(1—1t)2 "1-2t 1-3t (1-3t)2
Napisimo rekurentnu jednacinu za a,41:
Apt+1 = Gp + Gp—1+ ...+ a1 +ay=an +an = 2a,

zan>01a; =ag (zan=0). Uz pomoé principa matematicke indukcije
dobijamo da je
ap =2""1

zan>1iag=1.

Ozna¢imo sa x, broj re¢i duzine n sastavljenih od slova a,b,c,d u ko-
jima slova a i b nisu susedna i koje se zavrsavaju slovom a ili b, a sa y,
broj re¢i duzine n sastavljenih od slova a, b, ¢, d u kojima slova a i b nisu
susedna i koje se zavrSavaju slovom cili d. Tada imamo sistem rekurentnih
jednacina:

Tn = Tp-1 + 2yn71

Yn = 2Tp—1 + 2ynfl
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xn+1 — Tp

Iz prve jednacine dobijamo y, = , §to kad ubacimo u drugu

dobijamo homogenu linearnu rekurentnu jednacinu
LTn+1 — 3z, — 2z, 1 =0.
Njena karakteristi¢na jednac¢ina t?> — 3t — 2 = 0, zajedno sa pocetnim

uslovima 1 = 21 xz2 = 6 (ili lakSe za rad, ako iskoristimo rekurentnu vezu
i dobijemo zy = 0) daje opSte resenje

o <3+\ﬁ7>n_ 2 <3xﬂ7>n

V17 2 av 2
Kako je y, = W dobijamo

_VITH1 (34 VIT\" VT (32 VT
Yn = Wit B Wit B

Stoga je trazeni broj re¢i jednak

L VTTH5 (34 V1T YoV —5 (3T

Napomena: Zadatak je bilo moguce resiti i pomocu funkcija generatrisa i
tada bi dobili

2t 1—t
Xt)y= —— — Yt)= ——
®) 1— 3t —2t2’ ®) 1—3t—2t2’
1+t
X+Y(t)= ———.
(&) +Y () 1—3t—2t2

a) Permutaciji p pridruzimo permutaciju r za koju je
q(i) =p(n+1—1).

Ovakvo pridruzivanje je ocigledno jednoznacno. Ako je broj rastucéih
segmenata u p jednak k, onda je broj rastuéih segmenata u r jednak
n + 1 — k (ako je u permutaciji p broj elemenata u i-tom rastuéem
segmentu b;, onda ¢e u obrnutoj permutaciji r taj segment dati b; — 1
rastuéih segmenata, jer prvi element i-tog i poslednji element (i — 1)-og
segmenta daju u r jedan rastuéi segment. Ovo, naravno, ne vazi jedino
za prvi rastuci segment, pa je ukupan broj rastuc¢ih segmenata u r jednak
by +be—1+---4+b,—1=n+k—1). Odatle je jasno da je

fln,k) = f(n,n+1—k).
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Kako, na osnovu prethodnog, svakoj permutaciji sa k rastu¢ih segmenata
odgovara permutacija sa n + 1 — k rastuc¢ih segmenata direktno dobijamo
da je prosecan broj rastuéih segmenata jednak

E+(n+1-k) n+1

2 2
b) Posmatrajmo proizvoljnu permutaciju p brojeva 1,...,n—1 sa k segme-
nata. Od nje mozemo da dobijemo permutaciju ¢ brojeva 1,...,n sa k seg-

menata, dodavanjem elementa n u p na kraj nekog od rastuéih segmenata
(kojih ima k). Zna¢i na taj nac¢in mozemo dobiti k- f(n—1, k) permutacija

sa k segmenata brojeva 1, ..., n. Drugi nacin da dobijemo permutaciju sa
k segmenata brojeva 1,...,n je da krenemo od permutacije r brojeva
1,...,n sa k—1 segmenata i da ubacimo broj n ”unutar” nekog segmenta

(pod ”unutar” podrazumevamo da nije na kraju nekog segmenta). Takvih
mesta ima n — (k—1) = n+ 1 —k jer ukupno ima n mesta gde n mozemo
da ubacimo u permutaciju brojeva 1,...,n — 1 od kojih je kK — 1 na kraju
nekog od rasti¢ih segmenata. Kako se permutacija brojeva 1,....,n sa k
segmenata moze dobiti samo na ova dva nacina i ne mozemo dobiti dva
puta istu permutaciju (ako bi bilo moguée onda bi izbacivanjem broja n
iz te permutacije dobili i permutaciju sa k£ i permutaciju sa k — 1 cik-
lusal), dobijamo da je ukupan njihov broj permutacija brojeva 1,...,n sa
k segmenata jednak

fk)=k-fn—1,k) +(n+1—k)-f(n—1,k—1),

Sto je i trebalo pokazati.

c) f(n,1) = 1 jer je jedina permutacija koja ima 1 rastuéi segment
identi¢na permutacija.

Za one sa dva rastuc¢a segmenta vazi:
f(n>2):2'f(n7132)+(n71)'f(nf]-v]-)a

tj. f(n,2)=2f(n—1,2)+n—1.

Ako svako n zamenimo sa n — 1 u prethodnoj jednakosti dobijamo
f(n—1,2)=2f(n—2,2) +n—2.
Oduzimanjem ove jednakosti od prethodne dobijamo
f(n,2)=3f(n—1,2) —2f(n—2,2) + 1

(izbacili smo n i treba jos da se resimo jedinice!): od ove jednac¢ine kada
oduzmemo

fin—=1,2)=3f(n—2,2) —2f(n—3,2) + 1 (n—n-1)
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dobijamo linearnu rekurentnu jednacinu sa konstantnim koeficijentima
f(n,2) = 4f(n —1,2) = 5f(n — 2,2) +2f(n — 3,2).

Njena karakteristi¢na jednacina je t3 = 4t —5t+2 i ima korene t; = to = 1
i t3 = 2. Stoga opste resenje trazimo u obliku

f(n,2) =c1 + can + c32™.

Iz pocetnih uslova (koje dobijamo koriséenjem formule iz dela pod b):
f(172) = Oaf(2a2) = 17f(372) =4 =

f(l, 2) = 0 = ¢ + ¢ +  2c3

f(2, 2) = 1 = C1 —+ 202 —+ 463

f(?), 2) = 4 = ¢ + 302 + 803
Resenje ovog sistema je ¢y = co = —1,c3 = 1, $to daje

f(n,2)=2"—n—1.

Za one sa tri rastu¢a segmenta vazi:

= 3f(n-1,3)+ (- — (- 1)— 1)
= 3f(n—1,3)+n2n"t —27 —n? 4+ 2n.

LTI

Prvo treba da eliminisemo ”najkomplikovaniji” ¢lan, n2"~ !, a to éemo
uraditi tako §to od ove jednac¢ine oduzmemo dvostruku (/ - 2) pomerenu
(n—n-1)

fin—1,3)=3f(n—2,3)+(n—1)2"2-2""1 —(n-1)2+2(n—1)
i dobijamo jednacinu:
f(n,3) =5f(n—1,3) —6f(n—2,3) +2"* +n? —6n+6.

Ovde treba da eliminiemo eksponencijalni élan 277!, §to ¢inimo na isti
nacin, oduzimanjem dvostruke analogne jednacine za n — 1:

2f(n—1,3) = 10f(n—2,3)—12f(n—3,3)+2" ' +2(n—1)*~12(n—1) +6.
Tako dolazimo do
f(n,3)=7f(n—1,3) —16f(n —2,3) + 12f(n — 3,3) — n? + 10n — 20.

Ovde treba da eliminifemo ¢lan n?, §to ¢inimo oduzimanjem analogne
jednacine za n — 1:
fn—=1,3) = 7f(n—2,3)—16f(n—3,3) +12f(n —4,3) — (n — 1)*
+ 10(n—1) —20.
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Tako dolazimo do
f(n,3)=8f(n—1,3)—23f(n—2,3)+28f(n—3,3)—12f(n—4,3)—2n+11.
Ovde treba da eliminisemo ¢lan 2n, $to ¢inimo oduzimanjem analogne
jednacine za n — 1:
fln—1,3) = 8f(n—2,3)—23f(n—3,3)+28f(n—4,3)
12f(n—5,3) —2(n — 1) + 11.
Tako dolazimo do
fn,3) = 9f(n—-1,3)=31f(n—2,3)+51f(n—3,3) —40f(n —4,3)
+ 12f(n-—5,3) —2.
Ostaje nam da se resimo jo§ c¢lana —2. Opet oduzmemo analognu
jednacinu za n — 1:
fln=1,3) = 9f(n—2,3)—31f(n—3,3)+51f(n—4,3)
40f(n—5,3) +12f(n —6,3) — 2
i dobijamo linearnu rekurentnu jednacinu sa konstantnim koeficijentima
f(n,3) = 10f(n—1,3) —40f(n —2,3)+82f(n—3,3) —91f(n —4,3)
+ 52f(n—5,3) —12f(n —6,3).
Njena karakteristi¢na jednacina je t = 10t> — 40t* + 82t — 91¢% 4+ 52t — 12
iima korene t; =ty =t3 =1,t4 =t5 = 21tg = 3. Stoga opste resenje
trazimo u obliku
fn,2) =c1 +con + e3n? + ca2™ + c5n2" + 63",

Iz pocetnih uslova dobijamo sistem od Sest jednacina sa Sest nepoznatih

(Ci)Z

f(0,3)= 0= « + 4 + ce
f,3)= 0= ¢ + ¢ + c3 +  2¢4 + 2c5 + 3¢
f(2,3)= 0= ¢ + 2c0 + des +  dey + 8cy + 9¢g
f(3,3)= 1= ¢ + 3c2 + 9¢c3 + 8cg + 24es + 27
f(4, 3) =11= ¢ + 4cg + 16cs + 16¢cs + 64cs + 8lcg
f(5,3)=66= ¢1 + bea + 25cs3 + 32¢4 + 160cs5 + 243cg
Resenja ovog sistema su ¢ = 0,¢c0 = c3 = 1/2,¢4 =5 = —1,¢6 = 1, Sto
daje
2
f(n,3) =" ;” ~(n+1)2" + 3"

Napomena: Jos je Ojler pokazao da vazi

ank (”k ) i f(n,k)zli:l(—l)i(k—i)"-(n—;1>.

=0
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Pomnozimo obe strane jednakosti f(2n) = f(n) sa ?"~! i sumirajmo
sve takve jednakosti za n > 1. Zatim, pomnozimo obe strane jednakosti
f2n+1) = f(n) + f(n + 1) sa 22" i sumirajmo sve takve jednakosti za
n > 1. Kad saberemo f(1) =11 sve to dobijamo:

f(1) + Z f(?n)xQn—l + Z f@2n+ 1)x2” =14 Z f(n)l‘Qn_l +

n>1 n>1 n>1
+ D fm)a > fn+ )2,
n>1 n>1
a to je
Yo fmam =N f)a T Y ()t 414+ fn+ D
n>1 n>1 n>1 n>1

odnosno F(x) = 22F(2?) + 2 F(2%) + F(2?). Time smo pokazali trazenu
jednakost
F(x) = (1+ 2+ 2?)F(2?).

a) I nacin: Predstavimo rekurentnu jednacinu preko funkcija generatrisa:

Alx)—r—sz A(x)—r
()$2 = (i + A(z).

Odatle dobijamo da je

x 1—2x
+r

A(x) = s

11—z —22 1—2— a2

T n - x?
= s — r- -
1—2— 22 1—2— 22

s-Fx)+r-(1+2x-F(x)),

$to nam daje
an,=s-F,+r-F,_1.

Ovde je 1 4+ x - F(x) odgovaralo nizu (1, Fy, F1, Fa,...), §to bas odgovara
pomeranju Fibonaéijevog niza jer se moze uzeti da je F_; = 1 (to dobijamo
iz F,l + FQ = Fl')

II nacin: IspiSemo prvih nekoliko ¢lanova niza
apg=7,a61 =S,a0 =7+ Ss,a3 =1+ 2s,a4 =2r 4+ 3s,a5 =3r +5s...
i onda mozemo da naslutimo da je
an=s8-F,+r-F,_1,

§to se lako pokazuje matematickom indukcijom!
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b) Ovu jednacinu mozemo zapisati u obliku
bn+2+czbn+1+c+bn+cv

Sto se smenom
ap, = b, +c

svodi na jednacinu iz dela pod a): ap+2 = ant+1 + a, uz pocetne uslove
agy=bg+c=cia; =b+c=c+1. Stoga je

an=(c+1)-F,+c-Fh_1=c - Fop1+F,,

pa je
bp=an,—c=c(Fhy1 — 1)+ F,.

c¢) Lako se matematickom indukcijom pokazuje da je
n—2
k
a, = F .
=Er Y ()
k=0
Kada primenimo sumacionu formulu iz teoretskog uvoda poglavlja 1.5,

dobijamo da je
-1
a, = F, + (n )
m+1

d) Uvedimo smenu a,, = log, b, (odnosno b,, = 2%"). Tada za niz (a,)
imamo da vazi: apy2 = a1 + ap Uz pocetne uslove agp =01 a; = 1, sto
je Fibonagijev niz, tj. a, = F,. Stoga je

b, = 2.

a) Ako podskup sadrzi broj n on ne sme sadrzati i broj n— 1, te je ostatak
tog podskupa u stvari podskup skupa N, _s koji ne sadrzi par susednih
brojeva. Stoga takvih skupova ima f,_o. Ako podskup ne sadrzi broj
n onda je to podskup skupa N,,_; koji ne sadrzi par susednih brojeva i
takvih skupova ima f,_ 1. Tako smo dobili rekurentnu vezu

fn = fn—l +fn—2a

sa pocetnim uslovima f; = 2 (to su podskupovi @ i {1}) i fo = 3 (to su
podskupovi @, {1} i {2}). Ovo su pomereni Fibonacijevi brojevi pa vazi

fn — LI'n42.
b) Slicno kao u delu pod a) razmatracemo da li k-podskup sadrzi n

ili ne sadrzi. Ako k-podskup sadrzi m onda je ostatak tog podskupa
(k — 1)-podskup skupa N,_z, pa takvih podskupova ima f,_2r_1. Ako
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k-podskup ne sadrzi n onda je to k-podskup skupa N,,_1, pa takvih pod-
skupova ima f,_1 . Tako smo dobili rekurentnu vezu

fmk = fn—Lk + fn—?,k—l;
za k > 2, uz pocetne uslove f, , =0zan <2k —11 f,1 =n.
Uvedimo sada funkciju generatrise kao

Fir(z) =Y faxz™.

n>1

Ako gornju rekurentnu relaciju pomnozimo sa z™ i sumiramo po n > 1

dobijamo
B 22Fy_1(x)

Fi(z) 11—z

1
Kako je niz (1,1,1,...) dat sa F(z) = T od njega dobijamo
—x

(1,2,3,...) kao F'(x), a pomeranjem toga niza udesno za jedan, x - F'(x),
dobijamo (0,1,2,...), tj.

T

F = n_ . F = .
1(1‘) an € (‘T) (1—.’1?)2
n>1
Sa ovim pocetnim uslovom nalazimo da je trazena funkcija generatrise
2k—1
x
Fulz) = gyt
Odavde trazimo i same brojeve:
2k—1
__ _ o 2k—1 1 _ o 2k—1 h+k\ n
@ =g =v gy = Z( k)t

h>0

a odavde se koeficijent uz x™ dobija za h = n — 2k + 1 i on je jednak

(k+n—2k+1)7 dakle
n—k+1
fn,k = ( k )

k
a) Ako iz blok gomile nov¢iéa, koja u prvom redu sadrzi taéno k novéica,
udaljimo ceo prvi red dobijamo takodje blok gomilu nov¢i¢a, ali koja u
prvom redu ima manje od k novéi¢a. Obratno, ako hoéemo da generisemo
sve moguce blok gomile koje imaju u prvom redu ta¢no k novcic¢a, prvo
¢emo postaviti taj red. Zatim biramo broj j, 0 < j < k—1. Iznad reda od k
novciéa stavljamo blok gomilu koja u prvom redu (to je drugi red ”velike”
blok gomile) ima j novéi¢a. Ako je j = 0 to mozemo uéiniti na tacno jedan
nac¢in, a inace se ta blok gomilica moze postaviti na k — j nacina (donji
levi noci¢ blok gomilice moze biti iznad 1. i 2. nov¢i¢a u prvom redu velike
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blok gomile, zatim iznad 2.1 3, ..., (k — j)-og i (k — j + 1)-og nov¢ica).
Na osnovu svega ovoga dolazimo do rekurentne jednacine
k
fe=1+4) (k=)
j=1

uz pocetni uslov fy = 1.

Sada ¢emo preéi na funkcije generatrise (koristimo osobine sabiranja ni-
zova 1 mnozenja funkcija generatrise) tako sto ¢emo prethodnu relaciju
pomnoziti sa z*, a zatim sumirati po k > 1:

T T xT

F(z)—1= 1—x+(1—m)2F(x)_m'

Ovde se F(z) — 1 na levoj strani javlja jer smo vrsili sumiranje od k = 1,
a fo = 1, dok na desnoj strani imamo: prvi ¢lan javlja zbog sabiranja

T
" F

e £
odgovara ) ?:O(k — J)fj, pa da bi ovo sveli na ) ?Zl(k — j)f;, moramo

da oduzmemo kfy = k, sto daje treéi ¢lan. Kada sredimo ovaj izraz,
dobijamo trazenu funkciju generatrise:

nizova, mnozenju funkcija generatrisa nizova (k)$° 1 (f%)3°,

1-—2x

F(z) = 1—3x+ a2

b) I nacin: Trazenu funkciju generatrise mozemo predstaviti u obliku

-_ i<5_‘/5+ 5+\/5>’

J3:10 l—oz 1—asx
gde su a; = (3++/5)/21 az = (3 —/5)/2. Odatle dobijamo da je

_5=V5 (345 C 54V (3-VB)
=" 2 0 5 )

Sada ¢emo jos malo transformisati ovaj izraz:

(5—+5)-2 1++5 2k+ (54+5) -2 1-5 2
G-VE)(L+VE)VE\ 2 G+VE)(VE-1VE | 2

- 1 1+\/5 2k—1 1 1_\/5 2k—1_F
fk—ﬁ 9 _ﬁ 9 — 1'2k—-1-

II nacin: Iz funkcije generatrise ili rekurentne formule za f; sa sumom
mozemo do¢i do linearne rekurentne jednacine

fn+2 - 3fn+1 + fn = 07
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uz pocetne uslove fo = fi = 1. Zatim se lako pokazuje matematickom
indukcijom da vazi
fr = Fag_1.

Sa a, ¢emo oznaciti broj odgovaraju¢ih prekrivanja table 2 x n.

a) Ako je u donjem levom uglu kvadrati¢ (1 x 1), onda i iznad njega mora
biti kvadrati¢ ( H:-) i onda ostaje tabla 2 x (n — 1) koja se moze prekriti
na a,_; nacina. Ako je u donjem levom uglu kvadrat 2 x 2 ([L:--), onda
ostaje tabla 2 x (n — 2) koja se moze prekriti na a,_s nacina. Tako smo
dosli do rekurentne jednacine

Gp = Qp—1 + Ap_2.

Pocetni uslovi sua; =1 (H)iay =2 (H iJ). Odavde se lako dobija

funkcija generatrise
1

Alz) = —m—
@)=1—"—m"
a na osnovu zadatka 107 a) ili uz pomoé¢ principa matematicke indukcije
dobijamo da je

Ap = F'py1-

b) Ako su sa leve strane dva kvadrati¢a jedan na drugom ( H:--), onda
ostaje tabla 2 x (n — 1) koja se moze prekriti na a,_; nacina. Ako su sa
leve strane kvadrati¢ i L-figura, onda u svakom od ta 4 sluéaja ( [H:-,
[, EL-- i BL:) ostaje tabla 2 x (n — 2) koja se moze prekriti na a, o
nac¢ina. Ako su sa leve strane dve L-figure, onda u svakom od ta 2 slucaja
(5L i [@L) ostaje tabla 2 x (n — 3) koja se moze prekriti na a, 3
nac¢ina. Tako smo dosli do rekurentne jednacine

ap = Ap—1 +4an_2 + 20,_3.

Pocetni uslovi su: a3 =1 (H),a=5(H,[H,E,[d i b])iaz =11
(HR,H8 ], 8d ,H], B ,EB,[B,H, &), [d]). Odavde dobi-
jamo

1
Cl—x—4a2 223

A(z)

c¢) I nacin: Ako je sa leve strane uspravan pravougaonik ( [I:--), onda
ostaje tabla 2 x (n — 1) koja se mozZe prekriti na a,_; nacina. Ako su
sa leve strane dva horizontalna pravougaonika jedan na drugom ( =),
onda ostaje tabla 2 x (n—2) koja se moze prekriti na a,,_o na¢ina. Malo je
komplikovanija situacija sa L-figurama: dve L-figure mogu biti povezane
nizom koji sadrzi 0,1,2,...,n — 3 horizontalna pravougaonika. Ako su
povezane bez pravougaonika, onda u svakom od 2 sluéaja ( (5L i[ZL:-+)
ostaje tabla 2 x (n — 3) koja se moze prekriti na a,_3 nacina. Ako su
povezane sa 1 pravougaonikom, onda u svakom od 2 sluéaja ( (2L i
[L:-) ostaje tabla 2 x (n — 4) koja se moze prekriti na a,,_4 nac¢ina. Ako
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su povezane sa 2 pravougaonika, onda u svakom od 2 slucaja ( (ol i
[ 1:++) ostaje tabla 2 x (n — 5) koja se moze prekriti na a,,_s nacina. ..
Tako smo dosli do rekurentne jednacine

Ap = Ap_1+ Gn_o + 20p_3 4+ 2ap_4 + 2a,_5 + ...+ 2a1 + 2ay.
Pocetni uslovisu: a; =1 (0),ax =2 (M i), a3 =5 (00,0 ,H],

(5] i [@]), a iz ova tri uslova i rekurentne jedna¢ine mozemo dobiti ag = 1.
Iz prethodne jednacine izrazimo a,—1 = an—2 + Gn_3 + 2a4p_g + 26,5 +
...+ 2a; + 2ap i to ubacimo u gornju jednacinu i dobijamo jednostavniju
rekurentnu jednac¢inu

Gp = 2ap_1+ an_3

sa istim pocéetnim uslovima a; = 1, ag = 21 ag =5 (ili ap = 1). Odavde
se lako nalazi funkcija generatrise

1—2x

A =T

Il nac¢in: Neka je a,, isto §to i u prethodnom, a sa b,, ozna¢imo broj pokri-
vanja table 2 x n bez jednog ugaonog polja. Ako je sa leve strane uspravan
pravougaonik ([[:--), onda ostaje tabla 2 x (n—1) koja se moze prekriti na
an,—1 nacina. Ako su sa leve strane dva horizontalna pravougaonika jedan
na drugom (H:), onda ostaje tabla 2 x (n — 2) koja se moze prekriti na
an—2 nacina. Ako je sa leve strane L-figura, onda u svakom od 2 slucaja
(5 i) ostaje "krnja” tabla 2 x (n — 1) koja se moze prekriti na
b,—1 nac¢ina, $to nam daje rekurentnu jednacinu a,, = a,—1+an—2+2b,_1.
Ako imamo "krnju” tablu 2 x n, kojoj nedostaje gornji levi ugao, sa leve
strane moze biti L-figura ( Z1+) i tada ostaje tabla 2 x (n — 2) koja se
moze pokriti na a,_» na¢ina ili moze biti pravougaonik (&) i tada
ostaje ”krnja” tabla 2 x (n — 1) koja se moze pokriti na b,,_; nacina, §to
nam daje rekurentnu jednacinu b,, = a,,—2 + b,—1. Na taj na¢in smo dosli
do sistema rekurentnih jednac¢ina

Gn = Qp-1+ap-2+ 2bn—1
by = ap_2+by_1

uz pocetne uslove a1 = 1, as = 2, by =0, by = 1. Iz ovog sistema mozemo
dobiti i rekurentnu jednacinu

ap = 2an—1 + an—3

sa istim pocCetnim uslovima a; = 1, as = 2, i ag = 5, kao i funkcije
generatrise
1—x x?
Alx) = ——— B(z) = ——.
(z) 1—2x—2a3 (z) 1—2x—23

Napomena: U svakom delu ovog zadatka smo iz pocetnih uslova i
rekurentne veze mogli da dobijemo da je ag = 1!
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Trazeni dijagrami su :

PO0OO0OOO® POOOODOO
0000 POOODODO
0O POOODOO
00O POOO
® oo
®
p(1) =1 - jedina particija broja 1 je [1].

p(2) = 2 - particije [1%] i [2].

p(3) = 3 - particije [13], [1 2] i [3].

p(4) =5 - particije [11], [1% 2], [1 3], [22] i [4].

p(5) = 7 - particije [1°], [13 2], [12 3], [1 4], [1 22], [2 3] i [5]

p(6) = 11 - svakoj particiji broja 5 dodamo 1, svakoj particiji broja 4 koja

ne sadrzi 1 dodamo 2, svakoj particiji broja 3 koja ne sadrzi 1 i 2 dodamo
3, itd. Na kraju, dodamo particiju [6].

p(7) = 15 - sli¢no razmatranje kao i za p(6).

p5(9) = 5 - kako svaki od sabiraka u particiji mora da bude veéi od 0, to
mozemo da od svakog sabirka oduzmemo 1, a da zatim trazimo ukupan
broj particija broja 4. Svaka particija broja 4 daje tatno jednu particiju
na 5 delova broja 9 (npr. particiji [4] odgovara particija [1? 5], particiji [1
3] odgovara particija [1% 2 4], itd.).

p5(10) = 7 - sliéno kao i za p5(9).

Ako je x1 + a9 + -+ + xp = n, gde je x; > 1, onda je (x7 — 1) + (x2 —
1)+ -+ (zx, — 1) = n — k i neki od sabiraka mogu da budu 0. Dakle,
svakoj particiji broja n na k delova pridruzimo particiju broja n — k, tako

$to od svakog sabirka oduzmemo 1. Ovakvo pridruzivanje je, o¢igledno,
obostrano jednoznacno, pa vazi forumla

pe(n) = pr(n — k) +pr_1(n — k) +--- +pi(n—k)

P(8) = p1(8) +p2(8) + - - +ps(8) = 14 (p2(6) + p1(6)) + (p3(5) + p=2(5) +
p1(5)+---+1=21

(a) Koriséenjem Fererovih dijagrama dobijamo da su konjugovane particije
datih particija, redom, [1 22 32 5] i [13 22 5 72].

(b) Koris¢enjem Fererovih dijagrama dobijamo da su samokonjugovane
particije [12 2 4], [22 3 5%]i [1* 23 4 §].

Posmatrajmo Fererov dijagram neke samokonjugovane particije.
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U njemu su brojevi elemenata po kolonama jednaki brojevima eleme-
nata po odgovarajué¢im vrstama. Zbog toga je, oCigledno, ukupan broj
elemenata u k-toj vrsti (na slici: posmatrano odozdo na gore) i k-to]
koloni (na slici: posmatrano s leva na desno) neparan. Odavde se vidi
da svakoj samokonjugovanoj particiji mozemo pridruziti (preko Fererovog
dijagrama) particiju u kojoj su svi sabirci razliciti i neparni (k-ti sabirak
je ukupan broj elemenata iz k-te vrste i kolone), a i obrnuto. Ovakvo
pridruzivanje je, jasno, obostrano jednoznacno, pa tvrdjenje vazi.

Neka je Sy skup svih particija broja n u kojima su sabirci 1 ili 2, a S
skup svih particija broja n + 3 na dva razlicita sabirka.

Posmatramo particiju [1¢ 2°] iz S, kao i odgovarajuéi Fererov dijagram.
U prvih a vrsta tog dijagrama je po jedan element, a u slede¢ih b su po dva
elementa. Ovoj particiji pridruzimo particiju [a + 1 a + b+ 2] brojan + 3
iz, Sy (sabirci su ocigledno razliciti). Ovakvo pridruzivanje je jednoznaéno
iz Sl u SQ.

Neka je sada [a b] particija iz S, a < b. Kako je a > 0, to mozemo da
posmatramo particiju [a — 1 b — 2], pa da njenu konjugovanu particiju
pridruzimo particiji [a b]. Kako je [a — 1 b — 2] particija broja n na dva
dela (ne obavezno razlicita), to je (najlakse se vidi sa Ferereovog dija-
grama) njena konjugovana particija u S;. Ovo pridruzivanje je, takodje,
jednoznacno (sledi direktno iz konstrukeije) iz Sg u Sj.

Kako smo konstruisali injekcije iz S7 u So, kao i iz Sy u S1, to su skuopvi
S1 1 .55 istobrojni, §to je i trebalo dokazati.

a) Trazi se broj particija oblika [3%* 4%2]. Kako je n = 3a;+4az, to trazeni
broj particija mozemo videti i kao broj resenja jednacine i 4+ j = n, gde
1€40,3,6,9,12,...} i j € {0,4,8,12,16...}. Broj resenja ove jednacine
jednak je koeficijentu uz 2™ u proizvodu (1 + 23 + 2% + 2%+ )(1 +2* +
2% + 212 + 216 4 ...). Dakle, trazena funkcija generatrise je
1
J@ = T =

b) Sliéno kao i u delu pod a) (sada posmatramo jednacinu iy + i + i3 +
i4 + 15 = n) zakljucujemo da je trazena funkcija generatrise

1@ =Tl

i=1
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¢) Posmatramo jednacinu Z ¢;i2" = n. Svakoj particiji broja n na
i>0

sabirke koji su stepeni dvojke odgovara jedno rasenje ove jednacine (c;
je, prakti¢no, broj pojavljivanja broja 2¢ kao sabirka). Ovoj jednaéini je
ekvivalentna jednac¢ina zg + 1 + x2 + - - = n, gde je x; € {0,2¢,2-2% 3.
2t 4.2¢ ...}, Kako je broj reenja ove jednacine jednak koeficijentu uz 2™ u
proizvodu (14+z+x%+23+- - ) (1+22+o+4+25+- - ) (1+2* +28+212) - - -
to je trazena funkcija generatrise

1
fo=1l7—%
>0
d) Broj trazenih particija je jednak broju resenja jednacine
T+ To+T3+--+x,=n
gde je zx € {0, k, 2k} (svaki broj moze da se pojavljuje najvise dva puta).
Dakle, trazena funkcija generatrise je

fl) =[] +2"+27%)

k>1
e) Sliéno kao u d), dobijamo

fl@) =[] +2" + 27 +2%%) = [](1 +2%) (1 + 2

k>1 k>1

f) Broj particija u kojima samo neparni sabirci mogu da se javljaju vise
puta jednak je broju resenja jednacine x1 + x3 + 3+ -+ - + x,, = n, gde je
o € {0,2k}, a o1 € {0,2k — 1,2(2k — 1),3(2k — 1),...}.

Dakle, broj reSenja ove jednacine jednak je koeficijentu uz ™ u proizvodu
A4z+22+23+2+ A+ A+ 23425+ 22+ 22+ (1 +2Y) - -

Dakle, trazena funkcija generatrise je

1+ 2k
f(x)ZHH%

E>1

g) Ovde posmatramo jednac¢inu x; + z2 + --- = n, gde je z; €
{0, 3i,6i,9,...}. Broj reSenja ove jednacine jednak je koeficijentu uz x™
u proizvodu (1 + a3 + 2% +2%+--- )1 +2°+ 212+ ...) .-, paje trazena
funkcija generatrise
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Imamo da je
(1—2)(1+z)(1+22)(1+a*)- - (1+22")
=(1—-22)Q+a)A+zh) - (1422")
— (-2 421428 (1+22")
= =(1-2")1+2")=(1-22"").

Posmatrajmo sada proizvod (1—z)(1+x)(1+z2)(1+2%) - - -. Slobodan ¢lan
u ovom proizvodu je oc¢igledno 1. Treba pokazati da je za svaki prirodan
broj n koeficijent uz =" jednak 0.

Izaberemo proizvoljan n € N. Na osnovu dokazanog dela vazi
(1—2)1+2)(1+ 23 (1 + )

2n+2 2n+3

=(1-22") 1+ + T+

Iz poslednjeg izraza se vidi da je koeficijent uz ™ jednak 0 (jer je sigurno
n < 27t1). Kako je n bilo proizvoljno izabrano, to vazi (1 —z)~! =

A+2)1+2>)(1+a?) -1 4+22")---.

Dokazimo sada i poslednji deo zadatka. Posmatramo particije broja n u
kojima je svaki sabirak stepen dvojke i svaki se javlja najvise jedanput.
Broj takvih particija jednak je broju reSenja jednacine xg+x1+xo+--- =
n, gde svaki od brojeva x; moze da bude samo 0 ili 2°. Broj resenja ove
jednacine je ocigledno jednak koeficijentu uz ™ u proizvodu (1 + z)(1 +
2?)(1 + &*)---. Veé¢ smo pokazali da je ovaj proizvod jednak - =
14+ 2 +22+23+---, pa je trazeni koeficijent uz z" jednak 1.

Poziciono binarno stablo T' koje odgovara korektnom nizu zagrada A =
ai1as . ..a2,, n > 0, dobija se na sledeé¢i nacin:

i) Ako je niz A prazan, tj. n = 0, tada je stablo T prazno, tj. ne sadrz
nijedan ¢vor.

ii) Ako je n > 0, tada je a;="(’. Neka je 7 najmanji prirodan broj tako da
je a;=")" i da podniz asas . .. a;—1 predstavlja korektan niz zagrada. Tada
podniz a;y1a;42 ... as, takodje predstavlja korektan niz zagrada (mogudée
prazan, ako je i = 2n).

Stablo T je tada poziciono binarno stablo kod koga je levo podstablo
korena stablo koje odgovara nizu asas...a;—1, a desno podstablo korena
je stablo koje odgovara nizu a;116G;42 ... aon.

Nizu zagrada datom u zadatku odgovara sledece stablo, u kome je pored
svakog ¢vora dat niz zagrada koji odgovara podstablu u tom ¢voru:
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OO

MO MO

MO

0O
0 0 0

Neka su osobe u redu oznacene brojevima 1,2,...,2n. Da bi blagajnik
mogao da vrati kusur osobi j, 7 > 1, sa novcanicom od 100 dinara, on
u tom trenutku u kasi mora da ima bar jednu novcéanicu od 50 dinara, a
to je moguce ako i samo ako je medju osobama 1,2,...,7 — 1 broj osoba
sa novcanicom od 50 dinara strogo veéi od broja osoba sa nov¢anicom od
100 dinara.

Kako osoba j ima novéanicu od 100 dinara, blagajnik moze da vrati kusur
svim osobama u redu ako i samo ako je medju osobama 1,2, ..., j broj os-
oba sa nov¢anicom od 50 dinara vedi ili jednak broju osoba sa novcéanicom
od 100 dinara.

Ako se osobama sa 50 dinara pridruzi leva zagrada, a osobama sa 100 di-
nara pridruzi desna zagrada, blagajnik moze uvek da vrati kusur ako i
samo ako je niz pridruzenih zagrada korektan. Prema tome, broj nacina
da se osobe poredjaju u red tako da svaka osoba dobije svoj kusur jednak
je broju korektnih nizova zagrada C,, = n%q (277)

Neka je dat konveksni (n + 2)-gon P,y2 i neka je u njemu fiksirana
proizvoljna stranica c, koja Ce se nadalje zvati osnovna stranica. Bijek-
cija frn: Zpyo — Bp, n > 1, izmedju skupa 7,42 svih triangulacija poli-
gona P, ;2 sa osnovnom stranicom c i skupa B,, svih pozicionih binarnih
stabala sa n ¢vorova moze da se konstruise indukcijom.

Za n = 1, bijekcija f; trouglu P pridruzuje poziciono binarno stablo koje
sadrzi samo jedan ¢vor—koren.

Za n > 2, neka su konstruisane sve bijekcije fi1, fo,..., fn_1. Ako je T
proizvoljna triangulacija poligona P, 2, neka je t trougao triangulacije T'
koji sadrzi osnovnu stranicu. Neka je sa L, odnosno R, oznacen deo poli-
gona P, ;o koji se nalazi levo, odnosno desno, od trougla ¢ u odnosu na
osnovnu stranicu. U poligonima L i R se za njihove osnovne stranice
biraju stranice koje pripadaju trouglu t.

Ako se poligon L sastoji od [ trouglova, a poligon R od r trouglova (pri
¢emu je [+r = n—1), tada se triangulaciji T pridruzuje poziciono binarno
stablo f,,(T), ¢iji koren odgovara trouglu ¢, levo podstablo korena je f;(L),
a desno podstablo korena je f,.(R).
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Bijekcija f, se moze ilustrovati tako sto se u svaki trougao triangulacije
stavi po jedan ¢vor i linijama povezu ¢vorovi ¢iji trouglovi imaju zajed-
nicku stranicu. Na slici su data poziciona binarna stabla koja odgovaraju
triangulacijama pentagona, pri ¢emu kvadrati¢ oznacava koren stabla, a

deblja linija osnovnu stranicu pentagona.

s ASAT AN
NN D

Da bi se korektnom nizu zagrada pridruzilo uredjeno binarno stablo, treba
primeniti konstrukciju opisanu u zadatku 120, s tim sto se sada praznom
nizu zagrada pridruzuje stablo koje se sastoji od jednog ¢vora (umesto
praznog stabla, kako je dato u zadatku 120).

Svaki ¢vor ovako pridruzenog stabla ima 0 ili 2 direktna naslednika. Pozi-
ciono binarno stablo, dobijeno originalnom konstrukcijom iz zadatka 120,
ima n ¢vorova. Novom konstrukcijom dodaje se k listova. Kako svaki od
n ¢vorova pozicionog binarnog stabla ima po 2 direktna naslednika, a svaki
od k listova po 0, ukupan broj direktnih naslednika u novom stablu je 2n.
Svaki ¢vor stabla, osim korena, je direktan naslednik ta¢no jednog ¢vora.
Zato je ukupan broj ¢vorova u stablu 2n + 1, pa je novom konstrukcijom
dodato k =n + 1 listova.

Uredjeno stablo T koje odgovara korektnom nizu zagrada A = ajas .. . agy,
n > 0, dobija se na sledeé¢i nacin:

i) Ako je niz A prazan, tj. n = 0, tada se stablo T sastoji samo od jednog
¢vora—Kkorena.

ii) Ako je n > 0, tada neka brojevi 0 = mg < m; < mg < -+ < my = 2n,
k > 1, oznacavaju sve indekse takve da podniz a1as...am,, 7t =1,2,...,k,
sadrzi jednak broj levih i desnih zagrada, tj. da predstavlja korektan niz
zagrada.

Tadazasvakoi =1,2,...,k, podniz am, ,+10m; 42 -- - Qm,;—10m, takodje
predstavlja korektan niz zagrada, pa je am, ,+1 = (' i am, =), a
onda i podniz ay,; ,+2...am,—1 predstavlja korektan niz zagrada (mogucée
prazan).

Stablo T je sada uredjeno stablo kog koga je i-to podstablo, ¢ = 1,2,... k,
stablo koje odgovara korektnom nizu zagrada am,; ,4+2...Gm;—1-
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Uredjena stabla sa ¢etiri ¢vora odgovaraju slede¢im korektnim nizovima
zagrada:

o
Q) ©O) O O ) 000

Neka je korak (0,1) jednostavnije oznacen kao y-korak, a korak (1,0) kao
z-korak. Putu P, P € Sy, pridruzuje se niz zagrada A tako $to se svaki
z-korak zameni levom zagradom, a svaki y-korak desnom zagradom.

Put P nikada ne ide iznad prave y = x ako i samo ako je broj xz-koraka,
polazeéi od (0,0), uvek vedi ili jednak broju y-koraka, odnosno ako i samo
ako je pridruzeni niz zagrada A korektan.

Homotetijom sa centrom u (0,0) uz faktor % i osnom simetrijom oko

prave y = x - tan g = x - (V2 — 1), Dikov put od (0,0) do (2n,0) se
obostrano jednoznac¢no preslikava u put od (0,0) do (n,n) iz zadatka 125.

Alternativno, u putu P od (0,0) do (2n,0) svakom koraku (1,1) se
pridruzuje leva zagrada, a svakom koraku (1, —1) desna zagrada. Tada
je P Dikov put ako i samo ako je pridruzeni niz zagrada korektan.

Neka je fiksirana tacka p na kruznici. Svakoj konfiguraciji n disjunktnih
tetiva pridruzuje se niz zagrada tako $to se, polazeéi od tacke p u smeru
kretanja kazaljke na satu, svakoj tacki pridruzuje leva zagrada ako se prvi
put nailazi na neku tetivu, a desna zagrada ako se drugi put nailazi na
istu tetivu.

Niz zagrada je korektan, poSto je u svakom trenutku broj pridruzenih
desnih zagrada do tog trenutka manji ili jednak broju pridruzenih levih
zagrada.

Slicno kao u zadatku 127, svakoj konfiguraciji lukova pridruzuje se niz
zagrada tako $to se, iduéi sleva nadesno, svakoj tacki pridruzuje leva
zagrada ako se prvi put nailazi na neki luk, a desna zagrada ako se drugi
put nailazi na isti luk.

Niz zagrada je korektan iz istog razloga kao u zadatku 127.
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Svakom ovakvom nizu brojeva se pridruzuje niz zagrada tako $to se umesto
broja 1 napise leva zagrada, a umesto broja —1 desna zagrada.

Suma prvih k brojeva je nenegativna ako i samo ako se u toj sumi broj 1
pojavljuje bar onoliko puta koliko i broj —1, odnosno ako i samo ako se u
pridruzenom nizu zagrada leva zagrada pojavljuje bar onoliko puta koliko
i desna zagrada, tj. ako i samo ako je pridruzeni niz zagrada korektan.

U ovom slucaju se uspostavlja bijekcija sa skupom puteva iz zadatka 125.

Ako je dat put P od (0,0) do (n,n) sa koracima (0,1) i (1,0), koji nikada
ne ide iznad prave y = x, tada neka a;, i = 1,2, ..., n, predstavlja povrsinu
ograni¢enu putom P, pravom y = —1 i pravama x =i —11ix = 1.

Za tako dobijeni niz a; vazi da je:
i) 1 < ay =1, jer put pocinje u tacki (0,0) korakom (1,0);
ii) a; < a;41, jer korak (1,0) ne menja povrsinu ispod puta P, a korak (0, 1)

je povecava za 1;

iii) a; < i, jer put P nikada ne ide iznad prave y = x.

Neka je b; = (a; +1) —a;41 > 0,4 = 1,2,...,n, uz any1 = 0. Nizu
ai,as,...,a, se pridruzuje niz zagrada tako sto se svaki element a; zameni
sa jednom levom zagradom i b; desnih zagrada.

Pridruzeni niz zagrada je korektan, zato Sto posle zamene elemenata
ai,ag,...,a;,t =12 ..., n, niz zagrada sadrzi ¢ levih zagrada i

bit+ba+-4+b = (a1taz+--+a;+i)—(a2+az+--+ai1)

= 1+a; — Q11 =1—a;41 <1
desnih zagrada. Ukupan broj zagrada u pridruzenom nizu je

n+b1+b2++bn:n+n7an+l:2n

Permutaciji ajas...as, se pridruzuje niz zagrada tako $§to se umesto
svakog neparnog broja napiSe leva zagrada, a umesto svakog parnog broja
desna zagrada.

Osobine permutacije obezbedjuju da u svakom podnizu ajas...an,, za
m < 2n, neparnih brojeva ima vise ili jednako od parnih brojeva, jer ako
se paran broj 2i¢ pojavljuje u ovom podnizu, tada se u njemu pojavljuje
i odgovarajuéi neparan broj 2¢ — 1. Zbog toga je i u svakom pocetnom
podnizu pridruzenog niza zagrada broj levih zagrada vedi ili jednak broju
desnih zagrada, pa je taj niz zagrada korektan.

Svaka stek-permutacija je jedinstveno opisana procesom prolaska njenih
elemenata kroz stek, tj. redosledom stavljanja i skidanja elemenata sa
steka. Tom redosledu se pridruzuje niz zagrada, tako $to se svakom stav-
ljanju na stek pridruzi leva zagrada, a svakom skidanju sa steka desna
zagrada.
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S obzirom da je svaki element koji se skida sa steka morao pre toga da
bude stavljen na stek, vazi da je u svakom trenutku ukupan broj skidanja
elemenata sa steka manji ili jednak ukupnom broju stavljanja elemenata
na stek, tako da je pridruzeni niz zagrada korektan.

Neka je R raspored novéic¢a sa n novCica u prvom redu. Korektan niz
zagrada fr pridruzen rasporedu R konstruiSe se induktivno na sledeci
nacin:

i) Ako je n =0, niz fr je prazan niz. Ako je n =1, niz fr je niz ().

ii) Ako je n > 1, neka su konstruisani svi nizovi zagrada pridruzeni ras-
poredima sa manje od n novéi¢a u prvom redu.

Neka su nov¢iéi u prvom redu rasporeda R oznaceni brojevima 1,2,...,n,
sleva nadesno, i neka je m najveéi prirodan broj, m < n, tako da su svi
nov¢iéi od 1 do m pokriveni nové¢i¢ima iz drugog reda.

Ako uklonimo novéi¢e od 1 do m, tada se preostali novciéi dele u dve
rasporeda novcica: raspored A novci¢a koji su bili postavljeni iznad prvih
m novcic¢a i raspored B nov¢ica koji su se nalazili desno od njih.
Raspored A u prvom redu ima m — 1 novéica, a raspored B n—m novcica.
Kako je m — 1,n — m < n — 1, po induktivnoj pretpostavci konstruisani
su korektni nizovi zagrada fa i fp. Niz zagrada fr je niz '(fa)fp’, i on
je takodje korektan.

Na slici su dati nizovi zagrada koji odgovaraju rasporedima novcic¢a sa
n = 3 novc¢i¢a u prvom redu.

o &0 oD & &

000 O O OO (9]

U zadatku 69 treba nadéi vrednosti sledeéih izraza:

8) Y (CF () ()-
b) Sk (1) ()
Primenom metoda zmijskog ulja dobijamo:
a) Ako pretpostavimo da je n fiksirani broj, tada je m slobodna

promenljiva od koje zavisi suma. Neka je f(m) = Ezzm(—l)k(”)(k)

k) \m
i neka je F'(z) =), =™ f(m) funkcija generatrise niza f(m). Imamo

F(z) ;xmf(m) = ;xm Zn: (-1 (Z) (ri)

k=m

= Yt () X ()= et (pa o

k<n m<k k<n
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gde smo u poslednjoj jednakost iskoristili binomnu teoremu. Dalje je, uz
promenu redosleda ¢inilaca,

) = 0 Y () ot

k<n
= (D"(-1+0A+2))" = (-1)"z",
gde smo jo$ jednom iskoristili binomnu teoremu.

U dobijenoj funkeciji generatrise F(z) = (—1)"2", vrednost sume f(m)
predstavlja koeficijent uz ™, pa je ocigledno da je

fomy={ )

0, n>m

b) Kao i prethodnom delu, pretpostavimo da je n fiksirani bro‘]7 adajem
slobodna promenljiva od koje zavisi suma. Neka je f(m) = ( )(
ineka je F(x) =), ™ f(m) funkcija generatrise niza f(m). Tada je

Sem- T £ ()0

m m

S () S (B)am=X (oot —asaray,

k<n m<k k<n

gde smo u poslednje dve jednakosti iskoristili binomnu teoremu.

U dobijenoj funkeiji generatrise F(x) = (2 4+ z)", vrednost f(m) pred-
stavlja koeficijent uz =™, pa kako je

I

to je vrednost trazene sume f(m) = ([)2" ™.

Dokazimo najpre pomoc¢no tvrdjenje zadatka. Suma " (H)xT moze da
2

se podeli u dve sume, u zavisnosti od parnosti broja r:

() - 2 (@) 2 ()

r
r 2 r=2r1 r=2r;+1 2

(e e (e

T1

= A+2)"+z(1+2)" =1 +2)(1+2%)"

Sada prelazimo na odredjivanje vrednosti trazene sume metodom zmij-
skog ulja. Pretpostavimo da je n fiksirana vrednost, a da je m slobodna
promenljiva od koje zavisi suma

-5 ()14
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Za funkciju generatrise F(z) =Y. a™f(m) vazi

ro = 2o () (e -2 (S ()
- SO ()

Prema pomoénom tvrdjenju (sa r = m — k) vazi

—k
2 ([Z-k])x’”"“ = (Lt 2)(1+ 2%,
m 2
tako da dalje vazi

3 (Z) Yk (1 + 2)(1 + 22)"*

k

(1+x) Z <Z> A4+ 22" Fay)* = 1+ 2)(1 + 2% + 2y)",
k

pri ¢emu smo u poslednjoj jednakosti koristili binomnu teoremu.
U prvom specijalnom sluc¢aju y = 2 dobijamo

Fiz)=Q+z)1+2*+20)" = (1+2) (1+2)?)" =1 +z)*,

pa je vrednost sume f(m) koeficijent uz ™ u dato] funkciji generatrise
2n+1)

jednaka ( .
U drugom specijalnom slu¢aju y = —2 dobijamo
Flz)=(14+2)(1+22-22)"=Q+2)1—-2)" =(1—-2)"+z(1—2)*",

a vrednost sume f(m) je, po binomnoj teoremi, jednaka

(e (e = [G) (2]

Pretpostavimo da je vrednost n fiksirana, a da je j slobodna promenljiva
od koje zavise obe strane jednakosti:

G => (Z) (f)fc’“ 9(j) = (;l):cj(l + )"

k

S obzirom da se u jednakosti veé pojavljuje promenljiva x, funkcije gener-
atrisa ¢emo definisati preko nove nezavisne promenljive y:

F(y)=Zyjf(j), G(y)=Zng(j)~
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Sada, po metodu zmijskog ulja, dobijamo

o - SR ()T (e

k k J

= Z <Z> 2. (14 y)* (po binomnoj teoremi)
k

= 2 <Z> (z+2y)* = (1+z+2y)" (po binomnoj teoremi).
k

S druge strane je

6w = Lo (7)euror =3 () a+ar ey
_ (i +z+ay)” (po binomnc])j teoremi).

Kako su funkcije generatrisa F(y) i G(y) jednake, to za svako j mora da
vazii f(j) = g(j), $to je i trebalo dokazati.

138. Pretpostavimo da je n fiksirana vrednost, a da je m slobodna promenljiva
od koje zavise leva i desna strana date jednakosti:

2n+ 1\ /fm+k 2m +1
s = (M () = ().
Da bi dokazali ovu jednakost, dokaza¢emo jednakost funkcija generatrisa

Fx) =3, 2" f(m) i G(z) = 3, 2™ g(m).

Za nalaZenje funkcije F(z) primeni¢emo metod zmijskog ulja:
m 2n+ 1\ /m+k
2 () ()
S (")
2n
—k m+k m—+k
. ;( S )x

)
-

I Il
N RS
oo )

>+ x4
= —

~

—k x
(1— z)2n+l

o () )

Prema zadatku 92 vazi

L (TES e |



139.

125

pa, nakon malo sredjivanja, dobijamo

1 2n—1 1 1
F(z) = ) (\/E) <(1 _ \/5)2n+1 - (1+ \/5)2n+1> ’

S druge strane, za funkciju G(z) vazi

B 2m+1\ . [ _i) 2m+1 172\ 2t
G(m)—;< 2n )x —(x )Zm: 2n (az ) ’
a prema zadatku 93 dobijamo da je
1/2\2n 1 1
_ —-1/2 (3’5 ) . _(_1)\2n
Glz) = ("E ){ ) ((1 — g1/2)2n+ (=1) (1 + z1/2)2n+1 )}

1 2n—1 1 1
Y (\/E) ’ <(1 _ x1/2)2n+1 o (1 +x1/2)2n+1> ’

2
Umesto sume Zk(—l)"_’“(%?) na koju se ne moze lako primeniti metod

zmijskog ulja, posmatra¢emo sumu Zk(—l)k(%c") (znf;Jrk) Prva suma

je specijalan slucaj druge sume, ako stavimo da je m = 2n i rezultat
pomnozimo sa (—1)".
Neka je n fiksirana vrednost, a m slobodna promenljiva od koje zavisi

T e () )

k

i neka je

Imamo da je
S () )
S () G )

F(z)

k
2n 2n

_ _1\k k m—k
R e,
_ _1\k 2n k 2n . . .
= Z( 1) )T (14 2x) (po binomnoj teoremi)

i
= 1-2)"(1+2)*=(1- x2)2n (po binomnoj teoremi)

> (%)

T
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Za m = 2n koeficijent uz 22" u prethodnoj funkeiji jednak je (—1)™(*").

Zato je vrednost prvobitne sume jednaka (—1)" ((71)”(2")) = (2")

n n

=3 () (B, o= ()

k=0

140. Neka je

Fla) =Y a"f(n),  Glx) =Y a"g(n)
Imamo da je

o - 5 3 ()

n

- Z)EE)-

prd k
- é (2:) o2k ; (;Z) (2va)™".

Prema zadatku 93, imamo da je

2n om 1 )2k 1 1
3 (3) v = S eva (e )

tako da, nakon nesto sredjivanja, dobijamo

1 2k x *
o = 2(1—2\/5)%:(0((1—2\/5)2)

1 2k z *
+2(1+2\/5~)§k:<k> <(1+2\/5)2> '

S obzirom da je ) (2:) " = \/ﬁ, dalje imamo
1 1
F(z) = .
2(1—2/x) 1—4 m
n 1 1
1 1

2¢/1 -4z - 21+ 4z
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S druge strane, da bi izra¢unali funkciju G(z) uo¢imo najpre da sabiranjem
sledece dve jednakosti

I e D W [

n

dobijamo da je za n = 2k

g (;lZ)ka - % <\/11—4x * %114:6) '

Sada je

) = Z(;‘Z)xz(;f) (Vo)™

1 1 1
= — + s
2<\/1—4ﬁ \/1+4\/§>
pa vazi F(z) = G(z), a samim tim i f(n) = g(n) za svako n.

Da dokazemo ovu jednakost, formira¢emo funkcije generatrise po novoj
nezavisnoj promenljivoj ¢ (s obzirom da se u jednakosti veé¢ nalazi
promenljiva x) za izraze na levoj i desnoj strani jednakosti i pokazati
da su te funkcije generatrise jednake. Iz jednakosti funkcija generatrisa
tada sledi jednakost njihovih koeficijenata uz t™ za svako n.

Neka je
n+k—1\ (x —1)%kgn—Fk " —1)2

k>1

F(t)=) t"f(n),  G(t)=7 t"g(n)

n

Metodom zmijskog ulja najpre nalazimo funkciju F'(z):

n n+k—1\ (z — 1)k
F(t) = Y t Z( 2+k—1 >7( )k

n>1  k>1
(x—1)%k n+k—1\ ,_&
= [N A— n tn
> 2y )T
k>1 n
(z —1)%* n+k—1 ntk—1
= t .
l; k x% L k= 12 ok -1 )
S obzirom da je poznato da je >, (3)z™ = #, tada vazi i da je

n+k— 1 n+k—1 __ (‘Tt)Qk_l
A e
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pa zamenom u poslednji izraz za F(t) dobijamo

e lE Pt 1 -2\
F@®) = k(1 —xt)?k _ZE<(1xt)2)

k>1 k>1
1 (1 —xt)? (1 —xt)?
o8 (o Bz —t(1—22 B —t)1—a2)’

pri ¢emu 5e jednako&t izmedju prvog i drugog reda zasniva na ¢injenici da
Je Zn>1 na" =log 1 z°
S druge strane, imamo

G(t) = Ztn , (fﬁ”; 1)? Z (2 *n25'3” +1)

n>1 n>1
tnm2n e tn

= —2 —_—

DD D D

n>1 n>1 n>1

1 1 (1 —tx)?

= log—— — 21 1 =1

BT 122 e Og(l—t)(l—m?)’

pa zaklju¢ujemo da vazi F(t) = G(t).

Da bi pojednostavili zapis sume, uvedimo promenljivu r = p + k. Tada je
—~ \2p+ 2k +1 k S\ pt2k+1 P
N - 2r+1)\p)’

Pretpostavimo sada da je vrednost p fiksirana, a da je n slobodna
promenljiva od koje zavisi suma

-3 (501)()

Sada ¢emo primeniti metod zmijskog ulja, ali u nesto izmenjenom obliku:
posmatracemo funkciju generatrise F'(z) = > z?"*! f(n)! U tom slucaju

imamo:
2n+ 1\ [/r r 2n +1
2n+1 — 2n+1-
Sy (5 )0) -2 0z 6
Prema zadatku 93 vazi

n+1\ ony1 1 9 L L
En: <2r+ 1)‘” —2” e ey
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tako da, uz malo sredjivanja, dobijamo

1 x r x? "
F - . v
(@) 2(1_@22(})((1_@2)
1 x r x? "
i 5'<1+x>2¥(p>(<1+x>2)
:,82 p
1 T ((1—1)2)
= PRz
(1- =5)
IQ p
1 T <—(1+w)2)
+ 5 2’ +1
2 (].-i—(E) 1 22 p
(1- )
1 g%t R
= Y U2 T2 (g 2apt
x2p+1

= = ((1 +20) D 4 (1 2x)-<p+1>) :

Vrednost sume f(n) sada je koeficijent uz 22"+ u funkciji generatrise

F(z), pa pomocu uopstene binomne teoreme dobijamo da je
1 — 1 — 1
f(n) - . (p + ) 22n—2p + (p + ) (_2)2n—2p
2 2n — 2p 2n — 2p
— _(p+ 1) 22n—2p
2n — 2p ’

a negacijom gornjeg indeksa binomnog koeficijenta (poglavlje 1.5) dobi-
jamo da je

Fn) = (1) ((p +1)+ (20— 2p) - 1) yon—op _ ( 2n — p) ——

2n —2p 2n —2p

(a) Dvostruki broj grana u grafu jednak je zbiru stepena ¢vorova grafa.
Medjutim, kako je zbir 3+3+3+3+5+6+6+6+6+6+6=
53 neparan broj, zakljucujemo da ne postoji graf sa ovakvim nizom
stepena ¢vorova.

(b) Svih 14 ¢évorova bi trebalo podeliti u dva nezavisna skupa (skupovi
¢vorova medju kojima nema grana). Grane u bipartitnom grafu spa-
jaju samo ¢vorove iz razlicitih skupova, pa zbir stepena ¢vorova u pr-
vom skupu mora biti jednak zbiru stepena ¢vorova u drugom skupu.
Ukupan zbir stepena ¢vorova je 68, $to znaci da ¢vorove treba podeliti
na dve grupe takve da je u svakoj zbir stepena ¢vorova jednak 34. S
obzirom da samo broj 5 medju zadatim stepenima nije deljiv sa 3,
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to u jednom od ova dva skupa moraju da se nadju samo ¢vorovi ¢iji
su stepeni deljivi sa 3, ali tada zbir stepena u tom skupu ne moze da
bude jednak 34. Stoga zaklju¢ujemo da ne postoji bipartitni graf sa
zadatim nizom stepena ¢vorova.

(¢) Neka trazeni graf ima skup ¢vorova V' = {v1,...,v10}. Jedan od njih,
recimo vy, je stepena 9, pa mora da bude povezan sa svim ostalim
¢vorovima. Dva ¢vora, recimo vy i v3 imaju stepen 1, pa oni ne mogu
da imaju drugih suseda, sem v;. Medjutim, tada ¢vor stepena 8,
recimo vy, za susede moze da ima samo ¢vorove vy i vs, Vg, - .., V10,
tako da njegov stepen moze da bude najvise 7, sto je kontradikcija.
Dakle, graf sa trazenim nizom stepena ¢vorova ne postoji.

144. Svaki tim posmatramo kao ¢vor grafa, a svaku utakmicu izmedju dva tima

145.

kao granu grafa. Problem se svodi na postojanje grafa sa dve grupe od
po 13 ¢vorova, takvog da svaki ¢vor ima 9 suseda u svojoj i 4 suseda u
drugoj grupi. Takav graf bi morao da ima indukovani 9-regularni podgraf
sa 13 ¢vorova (izaberemo sve ¢évorove iz jedne od grupa), tj. podgraf sa
neparnim brojem ¢vorova ¢iji su svi ¢vorovi neparnog stepena. Takav graf
ne postoji, pa trazeni raspored utakmica nije moguée napraviti.

Neka je V' = {v1,ve,...,v,} skup ¢vorova grafa G, takav da je dg(v1) <
da(ve) < ... <dg(vy).

(a) Brisanjem é&vora wv,, stepen svakog njegovog suseda (kojih ima
de(v,)) se smanjuje za 1. Stepeni ostalih ¢vorova se ne menjaju.

To znaéi da je ukupan zbir stepena ¢vorova u grafu, posle brisanja
n—1

¢vora v, jednak Z de(v;) — dg(vy).

i=1
Pretpostavimo da brisanje ¢vora najveceg stepena povecava proseé¢nu
vrednost stepena ¢vorova. Tada bi vazilo

ni 1 (Z_: de(vi) - dG(”ﬂ)) > %ZdG(’Uz’);

odnosno

n—1

nng(vi) —ndg(vy,) > (n—1) Zd@(vi) &

i da(v;) — (n — Ddg(vn) —ndg(vy) >0 <

n—1

Z(d@(vi) —dg(vn)) — ndg(vy) > 0,

i=1
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§to je nemoguce jer je v, ¢vor najveteg stepena u G. Prema tome,
brisanje ¢vora najveéeg stepena ne moze da poveca proseénu vrednost
stepena cvorova.

Ovo tvrdjenje nije tacno. Neka je G = C5. U njemu je svaki ¢vor
stepena 2, pa je i prosecna vrednost stepena ¢vorova jednaka 2. Bri-
sanjem jednog ¢vora dobija se P, u kome su oba ¢vora stepena 1, tj.
proseCna vrednost stepena ¢vorova je smanjena.

Napomena: Sliénim razmatranjem kao i u delu (a), moze se za-

n
kljuciti da u svakom grafu za koji je ng(vi) < (2n — 1)dg(v7)
i=2
brisanje ¢vora najmanjeg stepena zaista smanjuje prose¢nu vrednost
stepena cvorova.

Pretpostavimo suprotno, tj. neka su u grafu G sa n ¢vorova svi
¢vorovi razlicitih stepena. Kako je maksimalni stepena ¢vora u grafu
sa n ¢vorova jednak n — 1, to znaci da su stepeni ¢vorova u grafu G
jednaki 0,1,2,...,n — 1. Ovo, medjutim, nije moguce, jer u grafu
ne mogu istovremeno da postoje ¢vor stepena 0, koji nije povezan
ni sa jednim ¢vorom, i ¢vor stepena n — 1, koji je povezan sa svim
¢vorovima. Dakle, u grafu G bar dva ¢vora imaju isti stepen.

Ako situaciju na turniru predstavimo grafom, tako da svaki igrac
predstavlja ¢vor grafa, a odigrana partija izmedju dva igraca granu
grafa, onda na osnovu dela (a) zakljué¢ujemo da u svakom trenutku
postoje dva ¢vora istog stepena. Samim tim, u svakom trenutku na
turniru postoje dva igraca sa istim brojem odigranih partija.

147. ResSenje ovog zadatka zasniva se na slede¢im zapazanjima:

a)

Graf mora da sadrzi ¢vor stepena 0 ili ¢vor stepena n — 1. U suprot-
nom, stepeni ¢vorova mogu da imaju vrednosti 1, 2, ..., n — 2, pa
medju n stepena ne bi imali samo jedan par istih stepena. Takodje,
jasno je da graf ne moze istovremeno da sadrzi i ¢vor stepena 0 i ¢vor
stepena n — 1.

Ako graf sadrzi dva ¢vora stepena 0, onda je to K. Naime, ako graf
sadrzi vise od dva ¢vora, onda brisanjem ¢vorova stepena 0 dobijamo
graf u kome su stepeni svih ¢évorova razli¢iti, Sto je nemoguée po
zadatku 146a).

Ako graf sadrzi dva ¢vora stepena n — 1, onda je to K. Kao pod b),
ako graf sadrzi vise od dva ¢vora, onda brisanjem ¢vorova stepena
n — 1 dobijamo graf u kome su stepeni svih ¢évorova razliciti, sto je
nemoguce po zadatku 146a).

Ako graf sadrzi tacno jedan ¢vor stepena 0, tada se brisanjem tog
¢vora ne menjaju stepeni ostalih ¢vorova, tako da dobijeni graf ima
sve stepene razlicite, izuzev stepena s koji se pojavljuje dva puta.
Takodje, dobijeni graf ne sadrzi ¢vor stepena 0.
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e) Ako graf sadrzi tacno jedan ¢vor stepena n — 1, tada se brisanjem
tog ¢vora stepeni ostalih ¢vorova smanjuju za 1, tako da dobijeni graf
ima sve stepene razlicite, izuzev stepena s — 1 koji se pojavljuje dva
puta. Takodje, dobijeni graf ne sadrzi ¢vor stepena (n — 1) — 1.

Na osnovu prethodnih zapazanja, vidimo da polazeéi od grafa sa n ¢vorova
i naizmeni¢nim brisanjem ¢vora stepena 0 ili ¢vora stepena n— 1, na kraju
dolazimo ili do grafa K ili Ky. Vrednost s sada zavisi od parnosti n i od
toga da li pocetni graf sadrzi ¢vor stepena 0 ili ¢vor stepena n — 1.

Na primer, ako je n parno i pocetni graf sadrzi ¢vor stepena 0, tada se
najpre uklanja ¢vor stepena 0, pa zatim ¢vor stepena n — 1 i tako redom

n—

po TQ puta dok ne ostane graf sa dva ¢vora koji sadrzi ¢vor stepena 0,
n—2

tj. graf K,. U ovom procesu vrednost s je umanjena za 5= i na kraju je

jednaka 0, tako da je s = "7_2

Na slican nacin, ako je n parno, a pocetni graf sadrzi ¢vor stepena n — 1,

tada je s = 5, a ako je n neparno, tada i u slucaju da pocetni graf sadrzi

¢vor stepena 0 i u slucaju da sadrzi ¢vor stepena n — 1, dobijamo da je
n—1

Put sa tri ¢vora ima dva ¢vora stepena 1 i jedan ¢vor stepena 2. Dakle,
moguce matrice susedstva za Ps su :

01 0 [0 1 1 00 1
101|,|]100]|i|l0 01
01 0 1.0 0 110

Ciklus sa tri ¢vora je kompletan graf, pa je njegova matrica susedstva :

= O =
O = =

[0
1
|1

Matrica susedstva za K, ima nule na glavnoj dijagonali, a svi ostali ele-
menti su joj jedinice :

Matrica susedstva grafa K, ,, je blok matrica oblika :

|: Ome ]-m><n }

]-n><m 0n><n
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(a) Na slici je prikazano odgovarajuée preslikavanje évorova prvog grafa
u ¢vorove drugog grafa.

(b) Zadrzimo oznake ¢vorova iz dela (a). Izomorfizam izmedju grafova iz
dela (a) i datog grafa je dat preslikavanjem

(12345678910)
(1,2} {3,4} 13,5} {4,5} {2,3} {1,3} {1,5} {2,4} {1,4} {2,5}

Prvi graf (Petersenov graf) ne sadrzi kao indukovani podgraf Cy, dok ga
drugi i treéi graf o¢igledno sadrze. Zato prvi graf nije izomorfan sa ostala
dva. Dalje, drugi graf sadrzi Cy kao indukovani podgraf samo dva puta,
dok treé¢i graf ima pet ciklusa duzine 4. Zbog toga ni drugi i treéi graf
nisu izomorfni.

Ovi grafovi imaju 7 ¢vorova i jedan ¢vor stepena 6 koji je susedan sa svim
ostalim ¢évorovima. Ako se taj ¢vor izbriSe, dobija se 2-regularan graf sa
6 ¢vorova. Kako 2-regularan povezan graf mora da ima najmanje 3 ¢vora,
zakljuéujemo da dobijeni graf ima najvise dve komponente povezanosti.
Dakle, preostaju dve mogucnosti - da dobijeni 2-regularan graf bude ciklus
duzine 6, ili da ima dve komponente povezanosti, obe ciklusi duzine 3.
Dakle, postoje ukupno dva neizomorfna grafa sa datim nizom stepena

¢vorova.

Komplement 4-regularnog grafa sa 7 ¢vorova je 2-regularni graf sa 7
¢vorova. 2-regularni graf sa 7 ¢vorova je C7, ili se sastoji od dve kom-
ponente povezanosti, jedna je Cs, a druga C4. Kako su grafovi izomorfni
ako i samo ako su im komplementi izomorfni, to postoje 2 neizomorfna
trazena grafa :
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154. Graf mora da ima n grana. Mozemo da fiksiramo grane, a da zatim svakoj

155.

grani dodeljujemo jedan par brojeva iz {1,2,...,2n}. Krajeve prve grane
mozemo da izaberemo na (22") nacina. Posle toga, krajeve druge grane
biramo na (2”; 2), itd. Na osnovu pravila proizvoda zaklju¢ujemo da je

ukupan broj ovakvih izbora jednak

2n\ (2n —2\ (2n —4 2\ _ (2n)!

2 2 2 )7 \2)  o2n
Medjutim, za grane u grafu nije bitan njihov raspored, veé¢ samo koji su
im ¢vorovi krajevi. To znaci da smo u prethodnom razmatranju, svaki

graf brojali tatno n! puta. Dakle, ukupan broj grafova izomorfnih grafu
sa granama {1,2},{3,4},...,{2n — 1,2n} je

(2n)!
] (2n — 1N
Cvorove grafa oznacimo sa 1,2, ...,n. Svaki graf ima bar jedan automor-

fizam - identicko preslikavanje.

(a) Jedini automorfizam grafa P,, sem identickog je preslikavanje

f 1 2 ... n—1 n
‘\'n n—-1 ... 2 1
Dakle, P,, ima dva automorfizma.

(b) Svaka permutacija skupa {1,2,...,n} koja odrzava redosled eleme-
nata kada se oni posmatraju na krugu, u smeru ili suprotno od smera
kretanja kazaljki na satu, odredjuje jedan automorfizam grafa C,,. To
su permutacije (1,2,...,n), (2,3,...,n,1), (3,4,...,n,1,2), ..., kao
i(n,n—1,...;1),(n—1,n—2,...,1,n), (n—2,n—3,...,1,n,n—1),

. Takvih permutacija ima ukupno 2n, pa toliko ima i automor-
fizama grafa C,,.

(¢) Svako preslikavanje skupa ¢vorova odredjeno proizvoljnom permuta-
cijom skupa {1,2,...,n} jeste jedan automorfizam grafa K,,. Znagci,
K, ima ukupno n! automorfizama.
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(a) Ima smisla ispitivati samo povezane grafove (ako su sve komponente

povezanosti grafa simetriéne, onda je to i sam graf).

Za grafove sa 2 i 3 ¢vora, dokaz tvrdjenja je trivijalan. Jedini povezan
graf sa dva ¢vora je P, a sa tri ¢vora postoje dva povezana grafa -
P31 (3. Svi oni su simetri¢ni.

Povezani neizomorfni grafovi sa Cetiri ¢vora su prikazani na slici.
Lako se vidi da su svi simetri¢ni.

/X
XTTA

Neka graf G ima 5 ¢vorova - v1,vs,...,v5 1 neka je 1 < dg(v1) <
dg(v2) < -+ <dg(vs) < 4.

Neka je dg(vs) = 4. Prema prethodnom, podgraf indukovan
¢vorovima vy, ..., v4 je simetrican, pa postoji automorfizam (ra-
zli¢it od identickog) koji slika taj podgraf na samog sebe. Prosirenje
tog automorfizma koje ¢vor vy slika u sebe je automorfizam grafa G
(naravno, razlicit od identickog). Dakle, graf sa 5 ¢vorova i ¢vorom
stepena 4 je simetrican.

Jedina dva grafa za koje moze da vazi dg(vs) = 2 su Ps i C5. Oba
grafa su simetri¢na.

Preostaju slucajevi kada je dg(vs) = 3 1 oni su prikazani na slici

LLidd
1 @ o,

Svi su, takodje, simetri¢ni.

oo agoo

(b) Na slici je prikazan asimetri¢an graf sa 6 ¢vorova.

a
b%d
e f
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Cvor ¢ je jedini évor stepena 4, a évor b jednini évor stepena 2 u grafu,
pa pri svakom automorfizmu oni moraju da se preslikavaju sami u
sebe. Takodje, ¢vorovi e i f, odnosno a i d, iako su istih stepena (e
i f stepena 1, a i d stepena 3), pri svakom automorfizmu moraju da
se slikaju sami u sebe zbog razli¢itih nizova stepena ¢vorova njihovih
suseda. Dakle, graf je zaista asimetrican.

(c) Trazeni graf je prikazan na slici.

Pretpostavimo da su u grafu G svi ¢vorovi parnog stepena i da on sadrzi
most. Neka su u i v ¢vorovi za koje je grana uv most. Tada bi u grafu
G — uv ¢évorovi u i v bili jedini ¢vorovi neparnog stepena u svojim kompo-
nentama povezanosti, $to nije moguce, jer broj ¢vorova neparnog stepena
u svakom grafu mora da bude paran. Dakle, graf G ne moze da sadrzi
most.

Prvo treba primetiti da svaka komponenta povezanosti treba da bude kom-
pletan graf.

Neka je G graf sa najviSe grana i k komponenti povezanosti, koje su sve
kompletni grafovi. Neka je H; komponenta povezanosti koja ima najveéi
broj ¢vorova, recimo m. Ako postoji komponenta povezanosti Ho sa t > 2
¢vorova, tada bi prebacivanjem ¢vora iz Ho u Hy obrisali t — 1 i dodali m
grana, tj. novi graf bi imao vise grana od G.

Prema tome, sve komponente sem H; sastoje se od samo jednog ¢vora.
Kako GG ima n ¢vorova i k komponenti, komponenta H; je K, 1. Graf
G ima ("_;H’l) grana, Sto je trazeni maksimalni broj grana.

(a) Neka su u i v dva proizvoljna ¢vora grafa G sa n ¢vorova. Kako je
dg(u)+dg(v) > 26(G) > n—1, to w i v imaju bar jednog zajednickog
suseda w. Tada je u, w, v put izmedju ¢vorova u i v, pa kako su u i
v proizvoljni, zaklju¢ujemo da je G povezan graf.

(b) Pretpostavimo da graf nije povezan. Kako je najveéi stepen ¢vora u
grafu jednak [n/2], to jedna komponenta povezanosti mora da sadrzi
[n/2]41 ¢ovorova. Tada ostale komponente sadrze najvise [n/2|—1
¢vorova. Medjutim, u tom slu¢aju najmanji stepen ¢vora u grafu ne
moze da bude [n/2] — 1, jer stepen ¢vora mora da bude bar za 1
manji od broja ¢vorova u svojoj komponenti povezanosti.
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Neka je G nepovezan graf i neka je H komponenta povezanosti sa k
¢vorova. Ako je e broj grana grafa G, tada vazi

e< (§>+(”;k) _ (n—k)(g—k—1)+k(k2—1)

_ n(n—1)
= = k(- k)

Kakojel<k<n-—1,tojek(n—k)>n—1, paje

< n(n—1) 1) = (n—l)(n—2)7
2 2
sto je kontradikcija. Prema tome, G je povezan graf.

Neka su vy, v, ..., v, ¢vorovi grafa G, tako da je ¢vor v; ima stepen d;,
i=1, 2, ..., n. Pretpostavimo da G ima bar dve komponente povezanosti.
U komponenti kojoj pripada v, ima bar d, + 1 ¢vorova, Sto znac¢i da u
ostalim komponentama ima najvise n — 1 —d,, ¢vorova. Neka je H neka od
ostalih komponenti i neka ima p ¢vorova. Kako je p < n—1-—d,, iz uslova
dp > p zakljutujemo da postoji najviSe p — 1 ¢vorova stepena manjeg od
p. Odavde sledi da H mora da sadrzi ¢vor stepena bar p, Sto je nemogude.
Prema tome, G je povezan graf.

Neka je | = uqus . . . up put najveée duzine u G. Cvor uy, je stepena bar 2,
pa on, sem &vora uy_1, mora da ima jos jednog suseda v. Cvor v mora da
se poklapa sa nekim od ¢vorova ui, ua, ..., Urx_2, jer bi, u suprotnom put
t = wujus...ugv bio duzi od I. Dakle, postoji j € {1,2,...,k — 2} tako da
je v =wuy. Tada je ujujyq...ux ciklus u G.

Neka je m = §(G) i neka je | = ujus ... u, put najveée duzine u G. Cvor
uy je stepena bar m, pa sem ¢vora ug_1 ima bar jo§ m — 1 suseda. Svaki
njegov sused mora da pripada skupu ¢évorova {ui,us,...,ux—2}, jer bi,
u suprotnom, u G postojao put duzine vece od I. Neka su wi,, Wiy, - ..,
u;, . susedi ¢vora ug tako da je ¢vor w;, najudaljeniji od uy na putu [.
Tada je wi, Ui, +1Ui 42 - - - ug ciklus duzine bar m.

Neka je I = ujug ... ur put najveée duzine u G. Cvor uy je stepena bar
3, pa on, pored ur_1, ima bar jo§ dva suseda, ¢vorove u; i u;, oba iz
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skupa {ui,us,...,up—2} (videti 162, 163). Neka je ¢vor u; na putu !
izmedju u; i ug. Ukupna duZina ciklusa w;uit1 ... ujug, Ujtjqpr ... ug i
UiUip1 - - - UjUj41 - - - WUy jednaka je (j—i4+2)+(k—j+1)+(k—i+1) =
2(k — i) + 4, tako da je bar jedan od tih ciklusa parne duzine.

Neka je G graf u kome je A(G) = m i 6(G) = k, k¥ < m. Formiramo
graf G tako sto grafu G dodamo jednu njegovu kopiju, a zatim povezemo
svaki ¢vor stepena manjeg od m sa odgovarajuéim ¢vorom kopije. Graf Gy
sadrzi G kao indukovani podgraf, a pritom je A(G1) =mid(G1) =k+1,
jer smo svakom ¢voru stepena manjeg od m povecali stepen tacno za 1.
Nastavljajuéi isti postupak, od grafa G; formiramo graf G5 za koji je
A(G2) = mid§(Ge) = k + 2, itd. Konaéno, dobi¢emo graf G, za koji
je A(Gp—k) = m i 6(Gpm—k) = m, tj. m-regularan graf koji sadzi graf G
kao indukovani podgraf.

Kako svaki podskup skupa X predstavlja ¢vor grafa G, to je |[V(G)| = 2.

Neka je ) # Y C X proizvoljan podskup skupa X sa k elemenata. On
je u G susedan sa proizvoljnim podskupom skupa X\Y. Kako X\Y ima
n — k elemenata, to je dg(Y) = 2"k,

Cvor odredjen praznim skupom je povezan sa svim ostalim évorovima, tj.
de(0) = 2"—1, a skup X je povezan samo sa praznim skupom, dg(X) = 1.

Dakle, suma stepena ¢vorova grafa G je

n—1 n
" 1+ (Z)z”*u: S (Z)T—k —3n 1,
k=1 k=0

Kako je suma stepena ¢vorova jednaka dvostrukom broju grana grafa, to
je |B(G)| = 5.

(a) Susedi proizvoljne n-torke (a1, as,...,a,) su n-torke koje se od nje
razlikuju ta¢no na jednom mestu, tj. proizvoljan ¢vor grafa @, ima
ta¢no n suseda. Dakle, Q,, je n-regularan graf.

(b) Broj ¢vorova jednak je broju n-torki (aq,as,...,ay), gde je a; €
{0,1}, tj. broju uredjenih izbora sa ponavljanjem n elemenata iz
skupa sa 2 elementa. Ukupan broj takvih izbora je 2™.

Kako je graf n-regularan, to je zbir stepena ¢vorova u @, jednak n-2™,
§to je jednako dvostrukom broju grana, pa je |E(Q,)| =n - 2771,

(¢) Podelimo sve ¢vorove grafa @, na dva skupa: neka skupu A C V(Q,,)
pripadaju sve n-torke koje imaju paran broj jedinica, a skupu B C
V(Qn) sve n-torke sa neparnim brojem jedinica.

Susedi proizvoljne n-torke se od nje razlikuju ta¢no na jednom mestu,
tj. razlikuju se od nje po parnosti broja jedinica. Zbog toga su A i
B nezavisni skupovi, pa je Q.,, bipartitan graf.
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(d) Od proizvoljnog ¢vora (ay,as,...,a,) grafa @, postoji put do évora
o= (0,0,...,0), koji dobijamo tako $to u svakom koraku po jednu
jedinicu zamenimo nulom.

Akosua = (ai,as,...,a,)1b= (b1,bs,...,b,) dva évoraiz Q,, onda
je unija puteva od a do 01 od b do o jedna ab-Setnja, pa zaklju¢ujemo
da je ), povezan graf.

Pri promeni dve koordinate u n-torci (ay,as, ..., a,), a; € {0,1}, parnost
broja jedinica se ne menja, jer broj jedinica ili ostaje isti, ili se menja za 2.
Dakle, nikoja dva ¢vora kojima je broj jedinica razli¢ite parnosti ne mogu
biti susedi.

S druge strane, od svakog ¢vora sa parnim brojem jedinica postoji put do
¢vora (0,0, ...,0), koji se dobija tako $to u svakom koraku po dve jedinice
zamenimo nulama.

Takodje, od svakog ¢vora sa neparnim brojem jedinica postoji put do ¢vora
(0,0,...,0,1), koji se dobija tako $to u svakom koraku po dve jedinice
zamenimo nulama, dok ne preostane samo jedna, a onda, ako je potrebno,
ta jedinica i poslednja nula zamene mesta.

Iz prethodnog zaklju¢ujemo da G ima dve komponente povezanosti: skup
¢vorova sa parnim brojem jedinica i skup ¢vorova sa neparnim brojem
jedinica.

Neka su A C V(G) i B C V(G) nezavisni skupovi bipartitnog grafa G,
tako da je |A| = ki |B| = n — k. Graf G moze imati najvise k(n — k)
grana, koliko ima kompletan bipartitni graf Ky ,_5. Kvadratna funkcija
f(k) = k(n — k) dostize svoj maksimum za k = 3, pa je, zaista, e < ”72.

(a) Put P, je bipartitan graf, pa je trazeni maksimalni broj grana jednak
upravo n — 1.

(b) Ako je n paran broj, C,, je bipartitan graf pa je trazeni maksimalni
broj grana jednak n.

Ako je n neparan broj, C), nije bipartitan graf, pa je maksimalni broj
grana strogo manji od n. Kako se brisanjem proizvoljne grane iz C,,
dobija put sa n ¢vorova, koji jeste bipartitan, maksimalni broj grana
u bipartitnom podgrafu u ovom slu¢aju jednak je n — 1.

(c) Najveéi broj grana u bipartitnom podgrafu grafa K,, imaju kompletni
bipartitni grafovi K, ,—,. Kvadratna funkcija f(z) = x(n—x) dostize
svoj maksimum za x = %, medjutim, a mora da bude ceo broj, tako

n n

da maksimalan broj grana [ ][] ima bipartitni podgraf K| n | raj.

Neka su ¢vorovi grafa G oznaceni kao na slici.
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Graf G nije bipartitan, jer sadrzi neparne cikluse 13456 i 25678. Brisanjem
zajednicke grane {5,6} ovih ciklusa dobijamo bipartitan podgraf, tako da
je najveéi broj grana u bipartitnom podgrafu jednak 10. Svaki drugi bi-
partitni podgraf ima manje od 10 grana, jer je, ako ne brisemo zajednicku
granu {5, 6}, potrebno obrisati bar dve grane da uklonimo neparne cikluse
iz grafa.

Podelimo V(G) na dva proizvoljna skupa A i B. Bipartitan podgraf H
odredimo tako da je e = {z,y} grana u H ako i samo ako je e grana u G
i x iy pripadaju razli¢itim skupovima.

Ako u H postoji évor v takav da je dy(v) = d < dGQ(v), onda ¢&vor v

prebacimo iz jednog u drugi skup. Tada ée stepen ¢vora v biti dy(v) =

dg(v) —d > dGT(“) Ovaj proces nastavljamo sve dok ima ¢vorova v za

koje je dy(v) < dGT(U). Graf je konacan, pa proces mora da se zavrsi. Na

kraju ée za svaki ¢vor v € V(H) vaziti dg (v) > dGQ(”), pa ¢e vaziti i
1 1 e(Q)

veV veV

(a) Ako je neko od ovih rastojanja jednako oo, nije tesko videti da tvr-

djenje vazi.
Pretpostavimo sada da postoje ¢vorovi u, v i w takvi da su sva ras-
tojanja d(u,v), d(v,w) i d(u,w) konac¢na i da je d(u,v) + d(v,w) <
d(u,w). Tada postoje uv-put P i vw-put @ takvi da im je ukupna
duzina manja od d(u,w). Unija puteva P i @ je uw-setnja koja sadrzi
uw-put duzine manje od d(u,w), §to nije moguée, jer je d(u,w) jed-
nako duzini najkraceg uw-puta.

(b) Izaberimo proizvoljan ¢vor u iz centra grafa. Za svaki ¢vor v € V(G)
je d(u,v) < r, gde je r radijus grafa. Dakle, za proizvoljne v, w €
V(G) je d(v,w) < d(u,v) + d(u,w) < 2r, pa je i dijametar grafa G
manji ili jednak od dvostrukog radijusa.

(c¢) Primer trazenog grafa je ciklus Cqq u koji je dodata grana izmedju
¢vorova na rastojanju 2d — 2r.

174. Izaberimo proizvoljan ¢vor v € V(G). Kako je unija grafova G i G kom-

pletan graf, to je dg(v) +dg(v) =n—12> 5. Ovo znaci da je stepen ¢vora
v u bar jednom od grafova G i G vedi ili jednak 3.
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Bez gubitka opstosti, pretpostavimo da je dg(v) > 3 i neka su uq, us 1 us
susedi ¢vora v u grafu G. Ako neka od grana {uy,uz}, {ui,us} i {uz,us}
pripada skupu grana grafa G, onda ona sa jos dve od grana {v,us }, {v,us}
i {v,us} obrazuje trougao. U suprotnom, sve tri grane pripadaju skupu
grana grafa G, pa G sadrzi trougao odredjen évorovima uy, ug i us.

Pretpostavimo da graf G nije povezan. Tada on ima bar dve komponente
povezanosti. Neka su u i v dva proizvoljna ¢évora iz V(G) = V(G). Ako
u 1 v pripadaju razlicvitim komponentama povezanosti grafa G, onda je
{u,v} € E(G). Ako u i v pripadaju istoj komponenti povezanosti grafa
G, onda izaberimo proizvoljan ¢vor w iz neke od preostalih komponenti
povezanosti. Tada (u,w) ¢ E(G) i (v,w) ¢ E(G), pa su (u,w) i (v,w)
grane u G, tj. izmedju évorova u i v postoji put u G. Dakle, ako G nije
povezan, tada je graf G povezan.

Dijametar grafa je veéi od 3, pa postoje dva ¢vora takva da je najkraci
put izmedju njih duzine 4. Neka je to put | = ajasasaqas izmedju Evorova
a1 1 as. Podgraf indukovan ovim évorovima je put [.

Neka su u i v proizvoljni ¢vorovi iz V(G) = V(G). Razlikujemo tri slucaja:

1° u,v € V(1) = {a1,a2,as,a4,a5}

a3
a, a,

a, °

Ako u i v nisu susedi na putu /, onda je {u,v} grana u G. Ako jesu
susedi, onda u G postoji put od u do v preko nekog od ¢vorova aq,
.., a5 (vidi sliku).

22 veV(l),ueg V()

Cvor u moze biti susedan sa najvise 3 ¢vora iz V (1), jer bi u suprot-
nom put od a; do as preko ¢vora u bio kraéi od 4. Ako je v jedan od
¢évorova iz V (1) koji nije sused sa u, onda je {u,v} € G. U suprotnom,
od u do v postoji put u G preko nekog od &vorova sa kojima w nije
sused u G.
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3° u,v ¢ V(1)
Ako {u,v} ¢ E(G), onda je {u,v} € E(G).
Neka je {u,v} € E(G). Od ¢vorova u i v do ¢vorova iz V(1) mogu da
postoje grane do najvise 4 ¢vora (vidi sliku), jer, u svakom drugom
sluc¢aju, [ ne bi bio najkraé¢i put od a; do as.

U svakom slucaju, u V(1) postoji ¢vor a takav da vazi {u,a}, {v,a} ¢
E(G). Tada u G postoji put od u do v preko a.

Dakle, za proizvoljne évorova u i v u grafu G postoji put duzine najvise 2,
pa je i njegov dijametar najvise 2.

Neka je graf G sa n ¢vorova samokomplementaran. Kako postoji izomor-
fizam izmedju G i G, to ova dva grafa moraju da imaju isti broj grana.
Unija grafova G i G je kompletan graf K,,, pa on mora da ima paran broj
grana. Broj grana u K, je |[E(K,)| = (g) = @7 a da bi to bio paran
broj, jedan od brojeva n i n — 1 mora da bude deljiv sa 4. Dakle, n =4 0

ilin=,1.

Podelimo ¢évorove grafa G u tri podskupa:

ve = {0eve): dot) < "5
V= — {UeV(G):dG(U):ngl}
e {vev<G>:dc<v>>n§1}'

Neka je f izomorfizam izmedju G i G. Ako je dg(v) stepen évora v u
grafu G, njegov stepen u grafu G jednak je de(v) =n —1—dg(v). Kako
stepeni ¢vora v u G i njegove slike f(v) u G moraju da budu jednaki,
zakljuéujemo da f slika skup V< u V> (a takodje slika i skup V> u V<),
pa vazi da je |V<| = |V>|. S obzirom da G ima neparan broj &vorova,
vidimo da skup V= mora da ima neparan broj ¢vorova, pa samim tim, ne
moze da bude prazan.

Neka je v € V(G) évor maksimalnog stepena u G, dg(v) = k. Neka su uq,
Us, ..., U susedi ¢vora v.
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u1
v U,
uk-l
228
Kako svaka dva od ¢vorova uq, us, ..., ug imaju ¢vor v kao zajednickog

suseda, to su svaka dva od njih medjusobno razli¢itih stepena.

Kako je v ¢vor sa maksimalnim stepenom, to za svaki ¢vor u; mora da vazi
1 < dg(u;) < k. Uz to su stepeni ovih k ¢vorova medjusobno razli¢iti, pa
mora da postoji ¢vor svakog stepena izmedju 1 i k.

Tvrdjenje je trivijalno za n < 4. Pretpostavimo zato da je n > 4. Neka
je v évor maksimalnog stepena u GG. Dokazacemo da je v susedan sa svim
ostalim ¢vorovima.

Neka su ¢vorovi uq, us, - .., ug susedi ¢vora v. Pretpostavimo da postoji
neprazan skup ¢vorova W = {wy,ws, ..., ws}, takvih da ni jedan od njih
nije sused ¢vora v. Posto je G povezan graf, postoje t i j tako da su ¢vorovi
w = w; i u; susedni. Cvor u; ne moze biti susedan sa svim ¢vorovima iz
skupa {u1,u2,...,u—1,Uj41,...,ur}, jer bi tada imao vecéi stepen od v.
Dakle, postoji ¢ € {1,2,...}\ {j} takav da u; nije sused ¢vora u,.

Sada évorovi v, u;, u; i w u grafu G indukuju podgraf izomorfan sa Py ili
Cjy, u zavisnosti od toga da li su ¢vorovi w i u; susedni, sto je kontradik-
cija. Prema tome, skup W je prazan i ¢vor v je povezan sa svim ostalim
¢vorovima grafa G.

Situaciju iz zadatka mozemo da predstavimo grafom tako §to svaku osobu
predstavimo ¢vorom, a poznanstvo osoba granom izmedju odgovarajucih
¢vorova. Ovako pridruzeni graf ima osobinu da medju proizvoljna cetiri
¢vora postoji ¢vor koji je susedan sa preostala tri.

Slicno kao u zadatku 180, izaberimo ¢vor v najveteg stepena i oznac¢imo
skup njegovih suseda sa {uy,us,...,ux}. Ako pretpostavimo da v nije
susedan sa svim ¢vorovima grafa (G, tada na isti nacin kao u zadatku 180
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zakljuéujemo da postoje évor w isusedi u; i u; ¢vora v takvi da je {w,u;} €
E(GQ)i{w, v}, {w,u;},{u;, u;} ¢ E(G). Medjutim, tada medju ¢vorovima
w, v, u; i u; ne postoji ¢vor susedan sa ostala tri, Sto je kontradikcija.
Dakle, ¢vor v je susedan sa svim ostalim ¢vorovima.

Kako se svaka osoba rukovala sa razli¢itim brojem osoba, to znaci da za
svako i € {0,1,...,2n—2} postoji osoba O; koja se rukovala tacno 4 puta.

Posmatrajmo najpre osobu Os,_o. Ta osoba se rukovala sa svima, sem sa
svojim bra¢nim drugom. ovo znaci da sve ostale osobe imaju bar po jedno
rukovanje, pa zaklju¢ujemo da su osoba Og i osoba Os,,_5 u braku.

Posmatrajmo sada osobu Oz, _3. Ona se nije rukovala samo sa Oy i svojim
bra¢nim drugom. Dakle, sve osobe koje su se rukovale sa Oo,,_3 imaju bar
po dva rukovanja. Znaci, osobe O7 i Os,_3 su u braku.

Nastavljanjem ovakvog razmatranja mozemo da zaklju¢imo da su za svako
i €{0,1,...,n—1} osobe O; i Og;,_5_; u braku. Na kraju preostaje osoba
O, -1 koja nema svoj par, pa ta osoba moze da bude jedino Zena Prof.
Mozgica.

Stabla sa ¢etiri ¢vora mogu biti jednog od sledec¢a dva oblika: put Py
oo ili zvezda K 3

U prvom slucaju svakom stablu odgovaraju po dve permutacije brojeva iz
skupa {1,2,3,4}: 1234 1 4321, 1243 i 3421, 1324 i 4231, 1342 i 2431, 1423

13241, 2134 i 4312, 2143 i 3412, 2314 i 4132, 2413 i 3142, 3124 i 4213,
3214 1 4123, dok je u drugom slucaju jedino bitno koji od ¢etiri ¢vora ima

4!
stepen 3. Stoga je ukupan broj ovih grafova jednak 5 +4=124+4=16

i oni su predstavljeni na sledecoj slici:

12 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

4 3 4 3 4 3 4 3 4 3 4 3 4 3 4 3

12 1 2 1 2 1 21 2 1 2 1 2 1 2
\

N DX THIN AN I
\

4 3 4 3 4 3 4 3,4 3 4 3 4 3 4 3

Sva neizomorfna stabla sa 6 ¢vorova su prikazana na sledecoj slici:
covese soedl ool H% R &

Grafovi : i iz prethodnog zadatka imaju iste stepene

¢vorova (3,2,2,1,1,1), ali nisu izomorfni, $to se moze pokazati na neki od
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sledec¢ih nacina:
1. Dijametar prvog grafa je 4, a drugog grafa je 3 (ekscentricitet svakog
¢vora stepena 1 u prvom grafu je 4, a u drugom je 3).
2. U prvom grafu su ¢vorovi stepena 2 susedni, a u drugom nisu.

3. U prvom grafu ¢vor stepena 3 ima jednog suseda stepena 1, a u
drugom grafu ¢vor stepena 3 ima dva suseda stepena 1.

4. U prvom grafu postoje dva ¢vora stepena 1 koja su na rastojanju 2,
a u drugom grafu su svaka dva ¢vora stepena 1 na rastojanju 3.

Prema tome, uslov da dva grafa imaju iste stepene ¢vorova je potreban,
ali ne i dovoljan uslov za postojanje izomorfizma izmedju tih grafova.

Neka su v1, v, ..., v, ¢vorovi stabla T uredjeni tako da vazi dp(vy) <
dr(vy) < -+ <dr(v,) = k. Kako stablo ima n — 1 granu, to vazi

ZdT(Ui) =2n — 2.
i=1

S druge strane, pretpostavimo da 7' ima manje od k listova: tada je
dT(Uk) Z 2 i vazi

> dr(vi) = (k—1)-1+(n—k)-2+k=2n—1,
=1

§to je kontradikcija. Prema tome, T' ima bar k listova.

Napomena: Stablo za koje vazi A(T) = k i ima taéno k viseéih ¢vorova
naziva se zvezdasto: ono ima jedan ¢vor stepena k, dok ostali ¢vorovi imaju
stepen 1 ili 2.

Pokaza¢emo opstije tvrdjenje: ako je di,ds,...,ds, 1,...,1 nerastuéi niz
stepena ¢vorova stabla 7', tada je broj ¢vorova jednak 2 — s+ Y ;_, d;.

Pretpostavimo da je broj listova jednak ¢. Tada je broj ¢vorova stabla
jednak n = s+, a kako je broj grana u stablu jednak n — 1, imamo da je

S
Zdi+t:2(3+t) -2,
i=1
odaklejet =2—2s+ > 0 ;diin=2—-s+Y ., d,.
Sada se vratimo na problem iz zadatka: stablo T ima ta¢no po jedan ¢vor

stepena 2,3, ..., k, pa prethodna formula daje

k
n=2-(k—1)+> i=3-k+
1=2

k(k+1)_1_k2—k+4
2 B 2 '
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Neka je P = {v1,va,...,v;} najduzi put u stablu 7. Tada je vy list (u
suprotnom bi v; bio povezan sa jos jednim ¢vorom vg €ijim bi se dodava-
njem put P mogao produziti). Posto je ¢vor vy stepena bar 3, to postoji jos
jedan njegov sused w, koji ne pripada najduzem putu P. Pretpostavimo
da w nije list. Tada postoji ¢vor u susedan sa w i razli¢it od ve, pa je put
Py, = {u,w,va,...,v;} duzine k + 1, §to je kontradikcija. Znaci ¢vor w je
list, pa je {w, vy} trazeni par listova sa zajednickim susedom.

Ako sumiramo sve stepene ¢vorova u grafu, dobijamo dvostruki broj grana
jer svaku granu brojimo dva puta (u svakom njenom kraju), tj.

> do(v) =2+ |B(G).

veV(G)

= Iz jedne od ekvivalentnih definicija stabla imamo da stablo ima n — 1
granu, Sto povlaci

di+do+...+d, =2n— 2.
<: Ovaj smer ¢emo pokazati matematickom indukcijom po broju ¢vorova
datog stabla.
Baza indukcije: U stablu K, oba ¢vora imaju stepen 1ivazi 1+1 = 2-2—2.
Indukcijska pretpostavka: Pretpostavimo da tvrdjenje vazi za graf sa n =
k, k > 2, ¢vorova, tj. da za niz prirodnih brojeva (di,ds,...,dy) za koje
jedy +ds+ ...+ dr = 2k — 2 postoji stablo sa k ¢vorova ¢vorova ¢iji su
stepeni dq,ds, ..., dg.
Indukcijski korak: Neka je n = k+1ineka vazi di+do+. . . +dp+di+1 = 2k.

Tada po Dirihleovom principu postoje indeksi ¢ i j tako da je d; < ﬁ—fl i
d; > f—_{fl, pa kako je k > 211 d; i d; su prirodni brojevi, to vazi d; =1 i

d; > 2. Bez gubitka opStosti mozemo uzeti da je i =k +11j = k. Neka
jesada d],, = d, zam = 1,2,...,k —11dj, =dy — 1. Za niz prirodnih
brojeva (d},ds,...,d}) vazi di +d5 + ... + dj, = 2k — 2, pa stoga, po
indukcijskoj pretpostavci, postoji stablo T ¢iji su stepeni ¢vorova jednaki
f,dy, ..., dl.. Neka je v évor stabla T” stepena d). Tada stablo T koje
dobijamo od 7" dodavanjem novog ¢vora w i spajanjem ¢vorova v i w ima
stepene ¢vorova di,ds, ..., dg, dg+1-
Napomena: Primetimo da se smer dokaza < ne moze interpretirati kao
tvrdjenje “ako za brojeve (di,ds,...,d,) vazidy +da+ ... +dp, =2n—2
onda je graf stablo”. Uzgred, to nije tacno; jedan od kontraprimera je
sledeéi: stepenima ¢vorova dy = dy = 1, d3 = dg4 = d5 = 2 odgovaraju
i stablo eeeee inepovezan graf A ). Ispravna interpretacija za <
glasi: “za brojeve (dy,da,...,d,) za koje jedy +da+ ... +d, = 2n —2
postoji stablo sa tim nizom stepena ¢vorova”.

U proizvoljnom grafu G sa n ¢vorova, zbir stepena ¢vorova jednak je

> da(v) = iipz‘,

veV(G)
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a ocigledno vazi i
n—1
E pi = n.
i=1

Ako je G stablo, njegov broj grana je n — 1, tako da dobijamo

n—1 n—1

D ipi=2n—1)=2) p; -2,

i=1 i=1

$to daje trazenu jednakost

odnosno
P1—p3—2ps— - —(n—3)pp_1 = 2.

Napomena: Ovaj zadatak se moze iskoristiti da pokazemo da u svakom
stablu sa bar dva ¢vora postoje bar dva lista, tj. da je p; > 2. Takodje
odmah sledi da je jedino stablo sa ta¢no dva lista, put P, (p1 = 2, a

Ps=-..=pn_1=0).

Ako nacrtamo rodoslov kralja Songabonge, vidimo da on predstavlja sta-
blo u kome ¢vor koji odgovara kralju ima stepen 4, dok ¢vor koji odgovara
nekom kraljevom potomku ima stepen za jedan veéi od broja njegovih
sinova: po jedna grana za svakog sina i jos jedna grana za njegovog oca.

Ako sada sa p; ozna¢imo broj ¢vorova stepena ¢ u rodoslovu, onda vidimo
da je p3 = 15ipy = 10+ 1 = 11. Kako rodoslov sadrzi samo ¢vorove
stepena 1, 3 ili 4, na osnovu zadatka 189 imamo da je p; = p3+2ps+2 = 39,
pa je broj ¢vorova u stablu jednak n = 65, a kako je tu racunat i kralj
Songabonga, dobijamo da je on imao 64 muskih potomaka.

a) = Suma je graf bez ciklusa, pa ni bilo koji njen indukovan podgraf
nema ciklusa, a njegove komponente povezanosti su stabla. Ako neka kom-
ponenta ima bar dva ¢vora, onda ona sadrzi ¢vor stepena 1, a u suprotnom
ona sadrzi samo jedan ¢vor stepena 0.

«: Neka svaki indukovani podgraf grafa G sadrzi ¢vor v stepena d(v) < 1.
Pretpostavimo suprotno, da G nije Suma. Tada G ima bar jedan ciklus,
recimo C. U podgrafu grafa G indukovanom skupom ¢évorova ciklusa C'
svaki ¢vor v ima stepen d(v) > 2, §to je kontradikcija.

b) =-: Povezani podgraf T Sume S je povezan graf bez ciklusa, tj. sta-
blo. Ako T nije indukovani podgraf, u Sumi S postoji grana e koja spaja
¢vorove stabla T, a da pritom ne pripada F(T). Tada grana e zajedno
sa jedinstvenim putem izmedju njenih krajeva u stablu T" formira ciklus u
Sumi S, Sto je kontradikcija. Stoga je T indukovani podgraf.
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«: Neka je S graf u kome je svaki povezani podgraf indukovani podgraf.
Ako S sadrzi ciklus C, tada je za proizvoljnu granu e ciklusa C, podgraf
C — e povezan, ali nije indukovan. Stoga S ne sadrzi cikluse, pa je samim
tim Suma.

=-: Neka je G stablo. Tada izmedju svaka dva ¢vora u i v postoji jedinstven
put u = a,as,...,ar = v. Dodavanjem grane {u,v} formira se ta¢no
jedan ciklus aq,as,...,ax,a;. Stablo G nije izomorfno sa K, jer G ima
n — 1 granu, K,, ima (}) granai (j) >n—1zan > 3.

<: Ako graf G nije povezan, onda dodavanjem grane izmedju bilo koja dva
¢vora iz razli¢itih komponenti ne nastaje nijedan ciklus, $to je suprotno

pretpostavci. Znaéi da je G povezan graf.

Kako G nije izomorfan sa kompletnim grafom K, to postoje dva ¢vora u
i v koja nisu susedna u G. Dodavanjem grane {u,v} u G nastaje tacno
jedan ciklus, koji mora da sadrzi granu {u,v} i put izmedju u i v u G.
Ovo, ujedno, znaci da sam graf G ne sadrzi cikluse, pa zaklju¢ujemo da je
G stablo.

Pretpostavimo suprotno da G3 nije povezan. Tada su neke dve njegove
komponente, C; i Cy, povezane putem P; u G, a putem P> u Gy (putevi
Py i P, nisu isti jer bi tada u G3 komponente C; i Cy ¢inile istu kompo-
nentu zajedno sa tim putem). Ozna¢imo sa v;; ¢vor iz komponente C; iz
koga krece put P;. Sada imamo dva slucaja.

V11 V12 ol V11 V12 ol
P I Py P el P
W
V21 V22 Cy V21 V22 Cy

1° Putevi P; i P, nemaju zajednickih ¢vorova van komponenti Cy i Cs.
Tada imamo ciklus

011 (C1)v12(P2)v22(Ca)var (Pr)v11,

gde u(C)v oznacava put od u do v u podgrafu C.

2° Putevi P; i P, imaju zajednicki ¢vor w. Tada imamo ciklus

v11(Ch)viz(Pe)w(Pr)vyy.

Medjutim, oba slucaja su nemoguca, jer je polazni graf stablo i on ne
sadrzi cikluse. Prema tome, graf G5 mora da bude povezan.
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Dokaz se sprovodi matematickom indukcijom po broju ¢vorova n stabla
T.

Baza indukcije: Za n = 1 stablo T se sastoji od jednog ¢vora i sva njegova
podstabla takodje sadrze taj ¢vor, pa imaju neprazan presek.

Indukcijska pretpostavka: Pretpostavimo da tvrdjenje vazi za n = k.

Indukcijski korak: Neka je n = k + 1. Stablo T ima bar dva lista i neka
je v jedan od njegovih listova, a u njegov sused u T'. Ako sva stabla iz 7
sadrze ¢vor v onda je ispunjeno tvrdjenje zadatka. Pretpostavimo da neko
podstablo, npr. S, ne sadrzi v. Ukoliko bi presek neka dva podstabla iz 7
sadrzao samo ¢vor v, bez ¢vora u, tada bi jedno od ta dva podstabla bilo
samo ¢vor v, ali tada ono ne bi imalo presek sa stablom S! Stoga presek
proizvoljna dva podstabla iz 7 sem v sadrzi i u. Ako obriSemo ¢vor v
iz stabla T i svakog podstabla iz skupa 7 dobijamo stablo T" i skup 7’
podstabala stabla T, takav da svaka dva podstabla iz 7’ imaju neprazan
presek. Kako T” ima k ¢vorova, po indukcijsko] pretpostavci dobijamo da
je Ngrer'S" # 0, pa je tada i Nger S # 0.

Dokaz se sprovodi matematickom indukcijom po broju k.

Baza indukcije: Za k = 1 Suma G ima ta¢no 2 ¢vora neparnog stepena.
Kako svako stablo ima bar dva lista, zaklju¢ujemo da Suma G ima samo

jednu komponentu povezanosti, koja ima tac¢no dva lista i, prema tome,
predstavlja put P. Sada je E(G) = E(P).

Indukcigska pretpostavka: Pretpostavimo da tvrdjenje vazi za k = m.

Indukcijski korak: Neka je k = m 4+ 1. Svaka komponenta povezanosti
ima paran broj ¢vorova neparnog stepena. Uoc¢imo dva proizvoljna ¢vora
u 1 v neparnog stepena iz iste komponente povezanosti. Kako je G Suma,
ta komponenta je stablo, pa su w i v povezani jedinstvenim putem P, ;1.
Ako obriSsemo put P,,11, stepeni ¢vorova u i v se smanjuju za 1, dok se
stepeni unutrasnjih ¢évorova puta P,,4; smanjuju za 2. Tako dobijamo
Sumu G’ sa tacno 2m ¢vorova neparnog stepena, a ona po indukcijsko]
hipotezi moze da se razbije na m granski disjunktnih puteva Py, Ps, ...,
P,,, te stoga Suma G moze da se razbije na m + 1 granski disjunktnih
puteva, tako da je E(G) = E(P1)UE(P)U...UE(P,)UE(Pyni1).

Dokaz se sprovodi matematickom indukcijom po broju grana k stabla T'.
Baza indukcije: Za k = 0 svaki graf G sadrzi kao podgraf K.

Indukcijska pretpostavka: Pretpostavimo da tvrdjenje vazi za n = k, tj. da
za svako stablo S sa n grana i svaki graf G sa 6(G) > n postoji podgraf
grafa G izomorfan sa stablom S.

Indukcijski korak: Neka je T stablo sa n = k 4 1 grana. Neka je v jedan
od listova stabla T i neka je u sused lista v u T. Stablo T/ =T — v ima k
grana, pa po indukcijsko] hipotezi, graf G sadrzi podgraf H' izomorfan sa
T, jer je 6(G) > k+ 1 > k. Neka je z ¢vor iz H' koji odgovara (u smislu
izomorfizma) ¢voru u stabla 77. Kako T’ ima ta¢no k ¢vorova razli¢itih
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od u, ¢vor x ¢e u grafu G imati suseda y koji ne pripada podgrafu H’'.
Dodavanjem grane zy (koja odgovara grani uv) i ¢vora y podgrafu H’
dobijamo podgraf H koji je izomorfan sa stablom T

Dokaz se sprovodi matematickom indukcijom po broju listova k stabala S
i T. Za trazeni izomorfizam vazi f(x;) = y;.

Baza indukcije: Za k = 2 stabla S 1T su putevi. Kako je dg(x1,x2) =
dr(y1,y2) = d, stabla S i T su izomorfna sa putem Py i postoji izomor-
fizam f koji preslikava listove f(z1) = y1, f(22) = y2.

Indukcijska pretpostavka: Pretpostavimo da tvrdjenje vazi za svaka dva
stabla S i T sa n = k listova.

Indukcijski korak: Neka su S'iT stabla sa n = k+ 1 listova. Neka je 511
list stabla S i neka je v najblizi ¢vor listu zx41 u S koji ima stepen > 3.
Slicno, neka je yr41 list stabla 7" i neka je w najblizi ¢vor listu yr41 u T
koji ima stepen > 3.

Ako iz S obrisemo put zpy1,...,v, tako da ostavimo ¢vor v, dobijamo
stablo S’ sa k listova. Naime, stepen ¢vora v je smanjen za 1, pa je
njegov stepen u S’ bar 2 i on ne moze da bude list. Sli¢no, ako iz T
obrisemo put ygi1,...,w, tako da ostavimo évor w, dobijamo stablo T’
sa k listova. Kako je dg/(2;, ;) = dg(xs, ;) 1 dr (v, y5) = dr(ys, y5), za
svako i,j € {1,2,...,k}, po indukeijskoj hipotezi dobijamo da su stabla S’
i T" izomorfna i da postoji izomorfizam f’: S’ — T”, za koji je f'(z;) = v,
i €{1,2,...,k}. Uocimo dva lista u stablu S, razli¢ita od zy1, tako da
se ¢vor v nalazi na jedinstvenom putu koji povezuje te listove u S. Bez
gubitka opstosti, mozemo pretpostaviti da su to listovi z1 i 5. Tada je

d(w1, Tpy1) + d(w2, Tpy1) — d(w1,22)

d(v,zes1) = 5
_ Ay ye) + d(y22, Yrt1) — (Y1, y2) d(w, ysr)
d(v,21) = d(x1, K1) + d(m12, x2) — d(x2, Tp11)
_ Ay yeer) + d(y12, y2) — d(y2,yr+1) _ d(w, 1)
(v, ) = (g, Tpi1) + d($22, 1) — d(21, Thy1)
_ Ay, yrer) + d(y22, y1) — A1, yet1) d(w, ).
Iz prve jednacine dobijamo da su putevi v,...,Tpy1 1 w,...,Yrt+1 iste

duzine s, a iz druge i tre¢e dobijamo da se ¢vor v preslikava u évor w
pomoéu izomorfizma f. Ako sada u cvorovima v i w izomorfnih stabala S’
iT’, redom, “zalepimo” puteve v, ..., xgr1 1w, ..., yr+1, redom, dobijamo
i da su stabla S i T izomorfna, kao i da se izomorfizam f moze prosiriti
tako da je f(zry1) = Yrr1-
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Neka graf G ima n ¢vorova. Graf T — e je nepovezan i ima ta¢no dve
komponente povezanosti: oznac¢imo ih sa T} i T5. S druge strane, graf
T’ + e sadrzi tacno jednu konturu C’. Kontura C’ sadrzi granu e i, samim
tim, sadrzi ¢vor iz T7 i ¢évor iz Ty. Stoga, obilazeé¢i konturu C’ pocev
od onog kraja grane e u 77 u smeru od drugog kraja grane e, u nekom

trenutku moramo do¢i do grane ¢iji je jedan kraj u 77, a drugi u 75.
Oznacimo takvu granu sa e’.

Graf T + ¢’ takodje sadrzi ta¢no jednu konturu C, koja sadrzi granu e’.
Sada, graf T — e + €’ je povezan: ukoliko put P izmedju dva proizvoljna
¢vora u, v u stablu T ne koristi granu e, onda se put P nalaziiu T —e+¢€’;
ukoliko put P koristi granu e, zamenimo granu e putem C' \ {e}. Kako
T — e+ ¢’ ima n — 1 granu, zaklju¢ujemo da je T — e + ¢’ stablo.

Takodje, graf T' —e’ +e je povezan: ukoliko put P’ izmedju dva proizvoljna
¢vora u, v u stablu T” ne koristi granu €/, onda se put P nalaziiu T’ —e'+¢;
ukoliko put P koristi granu e/, zamenimo granu e’ putem C’ \ {¢’}. Kako
T’ — €' + e takodje ima n — 1 granu, zakljucujemo da je i T’ — e’ + e stablo.

Oba stabla su razapinjuca, jer sadrze sve ¢vorove grafa G.
Broj komponenti povezanosti povezanog grafa G jednak je 1, pa je njegov
ciklomaticki broj ¢(G) jednak |E(G)| — |[V(G)| + 1.
a) Broj grana grafa K, jednak je (}), pa je c(K,) = () —n+1= (";").
b) Broj grana grafa K, ,, jednak je mn, paje ¢(Kp, ) = mn—(m+n)+1 =
(m—1)(n—1).

¢) Broj grana regularnog grafa stepena 3 sa n ¢vorova jednak je 32, pa je
njegov ciklomaticki broj jednak 2 S-n+l=35+1

Neka su Cy, Cs, ..., C komponente povezanosti grafa G. Za skupove
grana i ¢vorova grafa G vazi da je

E(G)=UL E(C) 1 V(G@)=Ur,v(C).

Dalje je ciklomaticki broj komponente C; jednak c¢(C;) = |E(C;)| —
[V(C;)| + 1, pa imamo da je ciklomaticki broj grafa G jednak

oG) = [E@G )I*IV(G)IM
k
= Y _|EG; |_Z|v )|+ k

=1 =

k k
= Y (EC) - V(C)+1)=>eC
i=1

1=1

Posto graf H sadrzi granu iz svake konture grafa G, graf G — H ne sadrzi
nijednu konturu, pa je on Suma. Stoga je njegov broj grana jednak n — g,
gde je g broj komponenti grafa G — H. Jasno, mora biti ¢ > p i sada
imamo da je broj grana u H bar m — (n —q) > m —n + p.
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202. U ovom zadatku ¢emo resiti opstiji problem—umesto za graf K ¢ sa slike,

zadatak ¢emo resiti za kompletan bipartitni graf Ks ,. Cvorove u delu sa
2 ¢vora oznaci¢emo sa a i b, a ¢vorove u delu sa n ¢vorova sa 1,2,...,n.

U proizvoljnom razapinju¢em stablu 7' ¢vorovi a i b spojeni su ta¢no jed-
nim putem: zbog toga postoji ta¢no jedan ¢vor i tako da stablo T sadrzi
grane {a,i} 1 {b,i}. Za svaki ¢vor j € {1,...,i—1,i+1,...,n} vazi da
se tacno jedna od grana {a,j}, {b,j} nalazi u T. Neka je kr broj onih
¢vorova j za koje se grana {a, j} nalazi u T. Tada ima n — 1 — kg ¢vorova
J za koje se grana {b, j} nalazi u T.

Kada trazimo broj neizomorfnih razapinju¢ih stabala, primetimo da su
razapinjuéa stabla T' i T” izomorfna ako i samo ako je kr = kp ili kp =
n — 1 — kp.. Zbog toga neizomorfnih razapinjué¢ih stabala ima koliko i
moguéih vrednosti za kr, tj. vrednosti 0, 1, ..., [(n — 1)/2]. Njihov broj
je stoga jednak [(n + 1)/2].

Za n = 6 sva 3 = [7/2] neizomorfna razapinjuca stabla su:

Kada trazimo ukupan broj razapinju¢ih stabala, primetimo da je svako
razapinjuce stablo T odredjeno izborom ¢vora i takvog da se obe grane
{a,i} 1 {b,i} nalaze u T i za svaki od preostalih ¢vorova j izborom da
li se u stablu T nalazi grana {a,j} ili {b,j}. Zbog toga je ukupan broj
razapinjuéih stabala jednak n - 2"~!. Za n = 6 svih razapinjuéih stabala
ima 2% - 6 = 192.

Inace, ovaj broj smo mogli da dobijemo i koriste¢i teoremu o matricama

i stablima. Ako u ovu teoremu uvrstimo s = ¢t = 1, tada je broj svih
razapinjuéih stabala jednak

2 0 0 0o -1
0 2 0o ... 0o -1
0 0 2 0o -1
o e
0 0 0 2 -1
-1 -1 -1 ... =1 n

gde je determinanta reda (n + 1) x (n + 1), tj. ¢(K2,) = Dpt1. Ako
determinantu ovog oblika, reda m x m, razvijemo po prvoj koloni, a zatim
po prvoj vrsti dobijamo rekurentnu jednacinu

Dy, = 2D, 1 —2™72,  uz pocetni uslov Dy = 2n — 1
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i njeno regenje je D,, = 2™ 2(2n+ 1 —m). Za m = n + 1 dobijamo da je
broj svih razapinjuéih stabala grafa K, jednak

t(Kz’n) = Dn+1 = 2n—1 - Nn.

Kako je ciklomaticki broj ovog grafa jednak v(G) =11 —-10+1 =2, da
bi dobili stablo potrebno je izbaciti 2 grane.

a) Postoje 3 neizomorfna razapinjuéa stabla:

SRS 4

b) Kako razapinjuée stablo mora da sadrzi sve viseée grane u grafu, to
je broj svih razapinjucih stabala grafa QZt jednak broju razapinjucih

stabala grafa IZI , a njih ima ta¢no 8:

SRS NS GRSy SR I Ee

Odredimo broj t(K,,e) razapinjué¢ih stabala kompletnog grafa K, koja
sadrze datu granu e. Zbog postojanja automorfizma koji svaku granu
preslikava u proizvoljnu drugu granu, taj broj je jednak za svaku granu
e € E(K,). Tada je

> tHKnre) = (n—1)-t(Kp),

eeK,

jer se svako razapinjucée stablo javlja tacno n — 1 puta u sumi na levoj
strani, po jednom za svaku svoju granu, a svih razapinjuéih stabala, po
Kejlijevoj teoremi, ima n"~2. Kako K, ima (g) grana dobijamo da je
(5)t(Kn,€) = (n— 1) - n""2, a odatle imamo da je t(K,,e) = 2-n""3.
Stoga je broj razapinjuéih stabala kompletnog grafa iz koga je obrisana

grana e jednak

t(K, —e) =t(K,) —t(K,,e) = (n—2)n""5.

Dati graf u sredini slike moze se predstaviti kao unija izomorfnih granski-
disjunktnih razapinjuéih stabala. Izomorfizam je direktna posledica
¢injenice da su ta dva stabla centralno simetri¢na.
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el T

Neka je G graf sa n ¢vorova od kojih je a stepena 4 i b stepena 3. Tada je
a+ b= n. Kako graf G moze da se razlozi na dva disjunktna razapinjuéa
stabla, dobijamo da graf G ima m = 2(n — 1) = 2n — 2 grana. Ako svaku
granu brojimo dva puta (po jednom za svaki njen kraj), dobijamo da je
a-4+0b-3 =2m = 4n — 4. Tako smo dobili sistem

a + b = n
4a + 3b = 4dn—4,

¢ija su reSenja a = n — 4 1 b = 4. Dakle, ¢vorova stepena 3 ima tacno 4.

Tvrdjenje zadatka neposredno sledi, ako dokazemo da je za svako raza-
pinjuce stablo T grafa G, broj grana ¢iji su krajevi u razlic¢itim klasama
bar s — 1. Proglasimo sada skupove V; za ¢vorove i formirajmo graf T* na
skupu ¢vorova {Vi, Vs, ..., V,}, gde su ¢vorovi V; 1 V; susedni u T ako i
samo ako postoji grana u stablu T ¢iji je jedan kraj u skupu V;, a drugi u
skupu Vj.

Dokazacemo da je graf T™ povezan. Neka su V; i V; proizvoljni évorovi
grafa 7™ i neka su u € V; i v € V; proizvoljni elementi ovih skupova. u
i v su ¢vorovi grafa G, odnosno njegovog razapinjuceg stabla T', pa u T
postoji jedinstveni put P: u = pg, p1, ..., pr = v koji povezuje ¢vorove u
i v. Pomoc¢u puta P mozemo da formiramo put P* izmedju ¢vorova V; i
Vj uT™ na slededi nacin: za svaki ¢vor p; neka je V;, takvo da p; € V,,.
Sada put P* dobijamo iz niza V; = V,, Vg, ..., Vg, = V; tako §to
iz svakog niza uzastopnih ponavljanja istog skupa ostavimo samo jedno
njegovo pojavljivanje.

Sada, kako je T povezan graf sa s ¢vorova, on mora da sadrzi bar s — 1
granu. Svakoj grani {V;,V;} u grafu T odgovara bar jedna grana u stablu

T ¢iji je jedan kraj u V;, a drugi u V;. Na osnovu toga sledi da stablo T
sadrzi bar s — 1 granu ¢iji su krajevi u razli¢itim klasama.

Dokaz ide matematickom indukcijom po n. Za n = 1,2 tvrdjenje je trivi-
jalno tacno, pa pretpostavimo da je n > 2. Posto je Y., d; = 2n—2 < 2n,
postoji i tako da je d; = 1. Bez gubitka opStosti, mozemo da pret-
postavimo da je d,, = 1.

Neka je 7 skup svih stabala sa évorovima {vy,vs, ..., v, } takvih da svaki
¢vor v; ima stepen d;, i = 1,2,...,n. Podelimo stabla iz 7 un — 1 grupa
Ti, Tz, ..., To—1: skup 7; sadrzi stabla u kojima je ¢vor v, susedan sa
¢vorom v;. Ako uzmemo stablo iz 7; i obrisemo ¢vor v, (zajedno sa nje-
govom jedinom granom), dobijamo stablo sa ¢vorovima {vy,va, ..., vn_1}
takvih da je stepen v; jednak d; za i # j, dok je stepen v; jednak d; — 1.
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Lako se vidi da na ovaj nac¢in dobijamo bijekciju izmedju skupa 7; i
skupa 7; svih stabala sa ¢vorovima {vi,v2,...,v,-1} sa nizom stepena
di,da,...,dj—1,d;j —1,dj41,...,dn—1, s obzirom da razli¢ita stabla iz 7;
daju razlicita stabla iz ’Z}’ , a iz svakog stabla iz ’Z}’ mozemo da dobijemo
stablo iz 7; dodavanjem ¢vora v, i njegovim spajanjem sa ¢vorom v;.

Po induktivnoj pretpostavci, imamo da je

1751 |7}
_ (n—3)!
 (dy =D (djor = DNy — 2Ny — D) (dyey — 1)!
_ (n—3)(d; ~ 1)
 (dy =D (da = 1) (dpy — 1)!
Ova formula vazi i kada je d; = 1: ona tada daje 0, Sto se slaze sa

¢injenicom da ne postoji stablo sa stepenom d; — 1 = 0 u ¢voru v;.

Sada je ukupan broj stabala u 7 jednak

n—1
7l = > 17l
=
¥ (n—3)\(d; — 1)
- = (dy — 1)!(do — 1)! -+ (dp_y — 1)!
_ n—1 | (n_3)|
= jzl(d] -1) (di — D!(dy — 1) (dy_q — 1)!
(n —2)(n —3)!

(di = )!{(dz — D)= (dpy — 1)1

S obzirom da je d,, = 1, razlomak mozemo slobodno da prosirimo sa
(d, — 1)! = 0! = 1, kako bismo dobili izraz iz tvrdjenja.

Na kraju, ako sumiramo po svim mogué¢im nizovima stepena stabala sa
¢vorovima {vy,va, ..., v, } i primenimo multinomijalnu teoremu, dobijamo
da je ukupan broj stabala sa ¢vorovima {vy,vs,...,v,} jednak

di — Dl(de — 1) (dpp—y — 1!
dlad27~'-adn21 (1 )(2 ) ( ' )

(n—2)! -2 -2
= A (1414412 =2,
> A g n
kl,kQ,...7kn20 nputa

ki+k+ - +ky=n—-2



156

209.

210.

211.

212.

GLAVA 4. RESENJA ZADATAKA

Neka je a broj ¢vorova stepena 1, a ¢ broj ¢vorova stepena 3. Tada, na
osnovu broja ¢vorova i broja grana, imamo sistem jednacina

a+c = n,
a+3c = 2(n-—1),

cije je reSenje a = 5 +1,c= 5 — L.

Kako a i ¢ moraju da budu nenegativni celi brojevi, ako je n neparan broj,
broj trazenih stabala je 0.

Ako je n paran broj, tada postoji (n/ngl) nacina da se iz skupa V =
{v1,v2,...,v,} izabere podskup A ¢vorova koji treba da budu stepena 1—
preostali évorovi iz V' \ A tada treba da budu stepena 3. Prema zadatku
208, broj stabala u kojima ¢vorovi iz A imaju stepen 1, dok évorovi iz
V'\ A4 imaju stepen 3 jednak je

(n—2)! (n—2)!

(1—1)In/2+1.(3 —1)In/2=1 — 9n/2-1"°

Stoga je, za parno n, ukupan broj stabala u kojima svaki ¢vor ima stepen
e . —92)!

1ili 3 jednak (n/;—s-l) énn/T)l

Graf sa leve strane je Ojlerov, jer su stepeni svih ¢vorova parni. Jedna od

njegovih Ojlerovih kontura je abede f ghibdi f ha.

Graf sa desne strane nije Ojlerov, jer ¢vorovi e i j imaju neparan stepen.

Ako je G Ojlerov graf, onda je svaki njegov ¢vor parnog stepena. Kako
G ima paran broj ¢vorova, to je zbir stepena njegovih ¢vorova deljiv sa 4.
Zbir stepena je jednak dvostrukom broju grana, pa je stoga broj grana
deljiv sa 2, sto znac¢i da ne moze da bude neparan.

Neka su e = {u,v} i f = {v,w} grane sa zajednickim ¢vorom v. Neka je
G' = (G —e— f)+ {u,w} pomoéni graf dobijen brisanjem grana e i f i
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dodavanjem nove grane izmedju ¢vorova u i w. Svi ¢vorovi u G’ imaju isti
stepen kao u G, izuzev ¢vora v, ¢iji je stepen u G’ manji tacno za 2. Kako
su stepeni svih ¢vorova u G parni, to su stepeni svih ¢vorova u G’ takodje
parni, pa je i G’ Ojlerov graf. Neka je C’ Ojlerova kontura u G’. Kontura
C’ sadrzi granu {u, w}, pa ukoliko granu {u,w} zamenimo granama e i f,

dobijamo Ojlerovu konturu u G koja sadrzi grane e i f jednu za drugom.

Kako je G Ojlerov graf, stepeni njegovih évorova su parni. Da bi G bio
Ojlerov graf, on mora da bude povezan i stepeni njegovih ¢vorova takodje
moraju da budu parni. Ako ¢vor v ima stepen d,, u grafu G, tada je njegov
stepen u G jednak n — 1 — d,,, gde je n broj évorova grafa G. Kako je d,
paran broj, izraz n — 1 — d,, je paran ako i samo ako je n neparan broj.
Prema tome, G je Ojlerov graf ako je povezan i ima neparan broj évorova.

«: Neka se skup grana grafa G moze razbiti na disjunktne konture G =
C1UCsU---UC%. Ako kroz neki ¢évor grafa v prolazi s od tih k& kontura
onda je stepen dg(v) = 2s, jer svaka grana koja je incidentna sa v pripada
nekoj od tih s kontura. Time smo pokazali da je stepen svakog cvora
paran, pa je graf G Ojlerov.

=: Neka je G Ojlerov graf sa n ¢vorova. Dokazimo matematickom in-
dukcijom po broju grana da se on moze razbiti na disjunktne konture.

Baza indukcije:  Za m < n graf G ili nije povezan ili je stablo—u svakom
slu¢aju, ne moze da bude Ojlerov graf. Stoga za bazu indukcije uzimamo
m = n. Tada je G uniciklican graf, tj. sadrzi tatno jednu konturu. Kako
je G Ojlerov graf, stepen svakog ¢vora je paran, tj. vedéi ili jednak 2, pa
iz 3, ev(c) da(v) = 2n, dobijamo da stepen svakog ¢vora mora da bude
jednak 2, odnosno da je graf G kontura C}.

Indukcijska pretpostavka: Pretpostavimo da se skup grana svakog Ojler-
ovog grafa sa m < k grana moze razbiti na disjunktne konture.

Indukcijski korak: Neka je G povezan Ojlerov graf sa m = k + 1 grana.
Kako je m > n — 1 graf nije stablo, pa sadrzi neku konturu. Ukoliko
obrisemo proizvoljnu konturu C' dobijamo graf G — C', koji moze biti i
nepovezan, ali koji ima sve ¢vorove parnog stepena. Stoga je svaka kom-
ponenta povezanosti grafa G — C' QOjlerov graf, pa se skup njenih grana
po indukcijskoj pretpostavci moze razbiti na disjunktne konture. Time
dobijamo i da se skup grana grafa G moze razbiti na disjunktne konture.

Neka G sadrzi Ojlerov put P sa krajnjim ¢vorovima u i v. Ako su u i
v susedni u G, tada je P U {{u,v}} Ojlerova kontura u G, pa G nema
¢vorove neparnog stepena.

Ako w i v nisu susedni u G, tada je P U {{u,v}} Ojlerova kontura u
G+{u,v}, pa G+{u, v} nema &vorove neparnog stepena. Stepeni ¢vorova
u G + {u,v} su isti kao i u G, izuzev stepena ¢vorova u i v koji su veéi
za jedan u G + {u,v} nego u G. Zbog toga su u G stepeni ¢vorova u
i v neparni, dok su stepeni ostalih ¢vorova parni, pa G ima dva ¢vora
neparnog stepena.
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S druge strane, pretpostavimo da G ima nula ili dva ¢vora neparnog ste-
pena. Ako G nema ¢évorove neparnog stepena, tada G sadrzi Ojlerovu
konturu C, a C'\ e predstavlja Ojlerov put, za svaku granu e € C.

Ako G ima dva ¢vora u i v neparnog stepena, tada, na osnovu prethodnog,
graf G + {u,v} nema ¢vorove neparnog stepena, pa on sadrzi Ojlerovu
konturu C. Sada je C'\ {{u,v}} Ojlerov put u G.

Graf G sa leve strane nije Hamiltonov. Pretpostavimo suprotno, i neka je
C njegova Hamiltonova kontura. Ako je v évor stepena 2 sa susedima u i
w, tada kontura C' mora da prolazi redom kroz évorove u, v i w. Cvorovi
a, ¢, e i g imaju stepen 2 u G, tako da kontura C' mora da se sastoji
od delova hab, bed, def i fgh. Kako C prolazi tacno jednom kroz svaki
od ¢vorova, zakljucujemo da svaki od ovih delova mora da se nastavlja
na prethodni, tako da C mora da sadrzi konturu habcde fgh. Medjutim,
tada je C jednako habcdefgh i ne prolazi kroz ¢vor i, §to znac¢i da C' nije
Hamiltonova kontura. Prema tome, G nije Hamiltonov graf.

Graf sa desne strane jeste Hamiltonov: jedna od njegovih Hamiltonovih
kontura je abcdefghija.

Neka su A = {a1,a9,...,an,} 1 B = {b1,ba,...,b,} delovi kompletnog
bipartitnog grafa K,,. Neka su p i ¢ proizvoljne permutacije skupa
{1,2,...,n}. Tada je ap(l)bq(l)ap(g)bq(g) ... ap(n)bq(n) jedan Hamiltonov
ciklus u Ky, ,. Ovakvih ciklusa ima ukupno n!- n!.

Medjutim, na ovaj na¢in svaki Hamiltonov ciklus C' u K, , brojan je 2n
puta: odgovarajuce permutacije p i ¢ mogu se dobiti nakon $to, na jedan
od n nacina, izaberemo pocetni ¢vor iz dela A na ciklusu C i, na jedan od
dva nacina, izaberemo njegovog suseda iz dela B na ciklusu C.

Prema tome, K, , ima tatno % =n!- (n —1)/2 Hamiltonovih ciklusa.
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Neka su

A = {alaa23"'7a’n}’
B = {bl,bQ,--~7b2n}7

C {61702,...,03n}

delovi kompletnog tripartitnog grafa K, 2,.3,. Tada je

C1,01,C2,02,...,Cn,0n,

Cnt1,01,Cnya,b2,..., C3n, b2,

Hamiltonova kontura u K, 25 3n.

S druge strane, pretpostavimo da je K, 2, 3n+1 Hamiltonov graf i neka
je C njegova Hamiltonova kontura. Cvorovi dela sa 3n + 1 &vorova nisu
susedni u K, 25, 3n+1, tako da oni ne mogu stajati jedan do drugog u
konturi C'. Ovo znaéi da kontura C mora da ima bar 2(3n + 1) ¢vorova,
Sto je nemoguce, jer graf K, o, 3p+1 ima 6n + 1 ¢vorova. Prema tome,
Ky 2n,3n+1 nije Hamiltonov graf.

Tvrdjenje ¢emo dokazati matematickom indukcijom po n. Najpre, za
n = 2, graf @, je kontura sa Cetiri ¢vora, pa je to ujedno i Hamiltonova
kontura.

Dalje, pretpostavimo da je graf @,, Hamiltonov za neko n > 2 i neka je
¢1, C2, ..., con Hamiltonova kontura u Q,,. Cvorovi grafa Q,, su n-torke
elemenata 0 i 1, dok su ¢vorovi grafa Q41 (n + 1)-torke elemenata 01 1.
Zbog toga je

(01,0)7 (02,0), ey (02n71,0), (CQn,O), (an, 1), (anfl, 1), ey (CQ, 1)7 (Cl, 1)

Hamiltonova kontura u grafu @, 41, pa, po principu matematicke induk-
cije, zaklju¢ujemo da je @),, Hamiltonov graf za svako n > 2.

Pretpostavimo da Petersenov graf sadrzi Hamiltonovu konturu C. Bez gu-
bitka opstosti, mozemo da pretpostavimo da je u konturi C' ¢vor a susedan
sa ¢vorovima b i e. Odatle sledi da ¢vor h, treéi sused ¢vora a, mora da
bude susedan sa ¢vorovima g i u C. Sada postoje tri slu¢aja, u zavisnosti
od toga sa kojim ¢vorovima su u konturi C' susedni ¢vorovi b i e.




160

221.

222.

223.

GLAVA 4. RESENJA ZADATAKA

i) Cvor b je susedan sa ¢, a évor e je susedan sa d. Sada ¢vorovi ¢ i d ne
mogu da budu susedni u C, inace se obrazuje kontura abcdea, koja nije
Hamiltonova. Prema tome, u C' ¢vor ¢ mora da bude susedan sa g, a ¢vor
d sa i. Medjutim, tada se formira kontura abcghidea, koja takodje nije
Hamiltonova, pa je ovaj slu¢aj nemoguc.

i) Cvor b je susedan sa ¢, a évor e je susedan sa f (ovaj slucaj je analogan
slucaju kada je ¢vor b susedan sa j, a ¢vor e susedan sa d). Cvor j ne
moze da bude susedan sa b u C, pa stoga j mora da bude susedan sa f i1
u C. Sli¢no, ¢vor d ne moze da bude susedan sa e u C, pa stoga d mora da
bude susedan sa ¢ i i u C. Medjutim, tada ¢vor ¢ mora da bude susedan
u C sa ¢vorovima d, h i j, Sto nije moguce.

i) Cvor b je susedan sa j, a ¢vor e je susedan sa f. Cvorovi f i j ne
mogu da budu susedni u C, inace se formira kontura abjfea, koja nije
Hamiltonova. Prema tome, u C' ¢vor j mora da bude susedan sa ¢, a ¢vor
f sa g. Medjutim, tada se formira kontura abjihgfea, koja takodje nije
Hamiltonova, pa ni ovaj slu¢aj nije mogué.

Kako smo u sva tri slucaja dobili kontradikciju, zaklju¢ujemo da Pe-
tersenov graf nije Hamiltonov.

Neka je P Hamiltonov put u grafu G sa krajnjim évorovima v i v. Ako su
¢vorovi u i v susedni u G, tada je P U {{u,v}} Hamiltonova kontura u G,
pa za svaki podskup S C V graf G — S ima najvise |S| komponenti.

Ako ¢vorovi w i v nisu susedni u G, tada je P U {{u,v}} Hamiltonova
kontura u G + {u,v}, pa za svaki podskup S C V graf (G + {u,v}) — S
ima najvise |S| komponenti. Ako je C' komponenta grafa (G + {u,v})— S
koja sadrzi granu {u, v}, tada brisanjem ove grane komponenta C'ili ostaje
povezana ili se raspada na najvise dve komponente. U svakom slucaju,
broj komponenti se povec¢ava za najvise 1, tako da vazi da za svaki podskup
S CV graf G — S ima najvise |S| + 1 komponenti.

Cvorovi g i y3 su susedni samo sa évorom x5, tako da sparivanje koje
sparuje y; mora da sadrzi granu {zs,y; }, dok sparivanje koje sparuje ys
mora da sadrzi granu {x5,y3}. S obzirom da ove dve grane nisu disjunktne,
ne postoji sparivanje koje istovremeno sparuje ¢vorove y; i ys3, pa samim
tim, ne postoji ni savrSeno sparivanje ovog grafa.

a) Jedan od dva uveéavajuca puta za sparivanje M koji po¢inju u évoru xo

je T2, Ys5, Ts5, Y1-

b) Ako je P skup grana uveéavajuéeg puta iz dela pod a), tada je sparivanje
M' = MAP = {{z3,y2}, {xa,ya}, {22, y5}, {z5, 91} }.

¢,d) S obzirom da, prema zadatku 222, dati graf nema savrseno sparivanje,
najveée sparivanje sadrzi najvise 4 grane, pa je sparivanje M’ zaista na-
jveCe sparivanje. Samim tim, nemoguce je da postoji uvecavajuéi put
za M'.
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224. Neka graf G ima savrseno sparivanje M i neka je e = {x,y} € M. Ako su

225.

226.

227.

G1, Ga, ..., Gj komponente grafa G — z — y, tada je (M \ {e}) N E(G;)
savrseno sparivanje komponente G;, i =1,2,..., k.

Pretpostavimo sada da graf G sa slike ima savrseno sparivanje. Cvor z
je sparen sa nekim od ¢vorova a, b i ¢ i, bez gubitka opstosti, mozemo
da pretpostavimo da je ¢vor x sparen sa ¢vorom a. Prema prethodnom,
svaka komponenta grafa G — x — a ima savrSeno sparivanje. Medjutim,
ovo je nemoguce, jer komponente grafa G —x — a koje sadrze ¢vorove b i ¢
imaju neparan broj ¢vorova, pa ne mogu da imaju savrSeno sparivanje.

Pretpostavimo da postoji stablo T" koje ima dva razli¢ita savrSena spari-
vanja My 1 Ms. Zbog My # M,, postoji grana e = {x,y} € My \ M.
Neka je C komponenta grafa T — e koja sadrzi ¢vor x.

S obzirom da e € M;, komponenta C sadrzi neparan broj ¢vorova: ¢vor x
i po dva ¢vora za svaku granu iz M, \ {e}, ¢iji krajevi pripadaju C'.

S druge strane, kako e ¢ M,, évor z je sparen sa nekim ¢vorom iz kompo-
nente C, tako da komponenta C sadrzi paran broj ¢vorova: po dva ¢vora
za svaku granu iz Mo, ¢iji krajevi pripadaju C.

Medjutim, ovo je kontradikcija, jer broj ¢vorova u C' ne moze istovremeno
biti i paran i neparan.

Tvrdjenje dokazujemo indukcijom po n. Najpre, proverom svih neizomorf-
nih grafova sa 4 ¢vora koji zadovoljavaju uslove tvrdjenja (ima ih ukupno
Sest), moze se videti da tvrdjenje vazi za n = 2.

Sada, pretpostavimo da tvrdjenje vazi za svaki ovakav skup sa 2(n — 1)
osoba. Neka je X skup sa 2n osoba i neka su x,y, z tri proizvoljne osobe
iz X. Bez gubitka opstosti, pretpostavimo da se medju osobama x, y i z
poznaju osobe x iy. Skup X\ {z, y} zadovoljava induktivnu pretpostavku,
pa se stoga moze podeliti u n — 1 parova koji ¢ine poznanici. Dodavanjem
para {z,y} dobijamo trazenu podelu skupa X na parove poznanika.

a) Neka je G k-regularni bipartitan graf sa particijom ¢vorova V(G) = XU

Y. Neka je F 4 skup grana ¢iji je jedan kraj u proizvoljnom skupu A C X.
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Posto je stepen svakog ¢vora jednak k, imamo da je |E4| = k|A|. Skup
N¢(A) predstavljaju oni krajevi grana iz E4 koji pripadaju skupu Y. S
obzirom da viSe grana iz F 4 moze da ima zajednicki kraj u skupu Y, broj
elemenata u Ng(A) ée, u opstem slucaju, biti manji od k|A|, medjutim,
kako svaki ¢vor iz Ng(A) moze da bude kraj najvise k grana iz F 4, imamo
da je [Ng(A)| > % = |A|, pa je ispunjen Holov uslov. Samim tim, graf
G ima savreno sparivanje.

b) Ovaj deo je primena tvrdjenja pod a). Da bi primenili ovo tvrdjenje,
najpre moramo da konstruiSsemo graf koji ¢e odgovarati datom problemu.
Zato, neka je G bipartitni graf ¢iji se skup ¢vorova sastoji od unije skupa
studenata i skupa knjiga, pri ¢emu su student u i knjiga v spojeni granom
ako se knjiga v nalazi na spisku knjiga koje student u zeli da pozajmi. S
obzirom da svaki student ima spisak od k knjiga, vidimo da je njegov ste-
pen u grafu G jednak k. Dalje, svaka knjiga se nalazi na tacno k spiskova,
tako da je njen stepen u grafu G takodje jednak k. Stoga je G k-regularni
bipartitni graf i, prema delu a), sadrzi savrSeno sparivanje, koje pokazuje
kako svi studenti mogu istovremeno da pozajme po jednu knjigu sa svojih
spiskova.

Kako je G bipartitan Hamiltonov graf, on mora imati podjednak broj
¢vorova u obe klase, pa stoga mozemo da pretpostavimo da je ukupan broj

¢vorova jednak 2n. Neka je C: wug,uq, ..., Usp—1, U2, = ug Hamiltonova
kontura grafa G. Zbog bipartitnosti, ¢vorovi ug, ug, . . ., Uz, _o Cine jednu,
a ¢vorovi u1,us, ..., Us,_1 Cine drugu klasu.

Ako su ¢vorovi u i v u istoj klasi biparticije G, tada G — u — v nema
savrSeno sparivanje, jer jedna od njegovih klasa sadrzi n — 2, a druga n
cvorova.

Ako su ¢vorovi u i v u razlicitim klasama biparticije G, tada postoje i i j
tako da je u = u; iv = u;. Bez gubitka opstosti, mozemo da pretpostavimo
da je ¢ = 2¢’ paran broj, a 7 = 25’ + 1 neparan broj. Tada, ako je i < 7,
graf G — u — v ima savrSeno sparivanje

{{ugp,uory1} |k =0,1,...,¢ =1}

U {{u2k,u2k_1}|k:i’—i—l,j’—|—2,...,j'}
U {{uzk,u2k+1}|k’=j/+1,1,...,n—1},

a ako je j < i, graf G — u — v ima savrSeno sparivanje

{{uop—1,uar} 1k =1,2,...,5"}
U {{u2k+17u2k}|k:j/+17j/+2,"'ai/_1}
U {{ugk_1,uak} k=4 +1,9+2....,n}
Da bismo ovo tvrdjenje primenili na problem sa sahovskom tablom, najpre

moramo da konstruiSemo graf koji odgovara tom problemu. Stoga, neka je
G graf sa skupom ¢vorova koji predstavljaju jedini¢na polja na sahovskoj
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tabli dimenzija 8 x 8, pri ¢emu su dva polja spojena granom u G ako imaju
zajednicku stranicu na tabli. Dobijeni graf G je bipartitan—jednu klasu
¢ine belo obojena, a drugu crno obojena polja. Zatim, G je i Hamiltonov—
jedna od mnogih Hamiltonovih kontura je prikazana na slici.

| |
[ [
1 1

| |
| [

I I—. X .__I
= 11

] ]

] X J

Primetimo da domine 2x 1 na Sahovskoj tabli odgovaraju granama grafa G,
a da pokrivanje ovakvim dominama odgovara sparivanju grafa G. Ako su
uklonjena dva jedini¢na polja u i v sa table, tada se ostatak table moze
pokriti dominama ako i samo graf G — v — v ima savrSeno sparivanje.
Prema prethodnom tvrdjenju, ovo je moguée ako i samo ako su v i v u
suprotnim klasama biparticije G, odnosno, ako i samo ako su polja v i v
obojena razli¢itim bojama na tabli.

Jedna od transverzala ove familije je data pomocu preslikavanja

( {a7b7l7 e} {l’ 67 S7t} {57t7 a/’b} {S’ a7l7 6} {t7 a’ l7 e} {57 a’? l7t} )

a s b l e t

Ako ova familija skupova ima transverzalu, tada svaki element predstavlja
razli¢iti skup familije. Medjutim, to je nemoguce, jer elementi s i ¢ mogu
da predstavljaju samo skup {m,a,s,t,e,r}.

Da bi dokazali tvrdjenje, dovoljno je primetiti da bipartitni graf Gg
pridruzen familiji S sadrzi Hamiltonov put:

a, {r,o,a,d}, d7 {T,i,d,S}, i7 {’I",Z',O7t}7 0, {m707a7t}7

m, {d,a,m,s}, s, {m,i,s,t}, t, {s,t,a,r},

Sada, ako uklonimo proizvoljni element z skupa S = |J S, dati Hamiltonov
put se raspada na jedan ili dva parna puta (jedan, ako x = a ili x = r;
dva, u ostalim slu¢ajevima), na osnovu kojih se lako konstruise savrseno
sparivanje grafa Gs — . Ovo ujedno znaci i da skup S\ {z} predstavlja
transverzalu familije S za svako x € S.
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Bipartitni graf G pridruzen ovoj familiji ima particiju ¢vorova X =
{Xo, X1,X2,X3,...} 1Y ={1,2,3,... }.

Neka je S = {X;,, X4y, ..., X, }, gde je 0 < iy <idg < -+ < ig.
Ako je iy = 0, tada je Ng(S) =Y, pa je oo = |[Ng(S)| > |5].

Ako jeiy > 1, tada je i > 2, ..., ix > k1 Ng(S) ={1,2,...,ix}, pa je
ir = |Na(S)] = |9].

U svakom slucaju, vidimo da je Holov uslov zadovoljen.

Pretpostavimo sada da ova familija ima transverzalu i neka je ¢t element
koji predstavlja skup Xy. U tom slucaju, skupove X, Xo, ..., X; pred-
stavlja t razli¢itih elemenata iz skupa

(X1UXoU-—UX)\ {t} ={1,2,...,t -1},

§to je kontradikcija. Ovim vidimo da iz Holovog uslova ne mora da sledi
postojanje savrsenog sparivanja kada je u pitanju graf sa beskona¢nim
skupom ¢vorova.

a) Pretpostavimo da X minimalno rastavlja ¢vorove a i b i neka je u
proizvoljan évor iz X. Kako X \ {u} ne rastavlja a i b, pa postoji put P
izmedju a 1 b koji ne sadrzi nijedan ¢vor iz X \ {u}. Medjutim, skup X
rastavlja a i b, tako da put P sadrzi ¢vor iz X, pa zakljuCujemo da mora
da bude PN X = {u}. Neka je P, deo puta P od ¢vora a do u i neka
je a’ sused évora u na putu P,. Sliéno, neka je P, deo puta P od évora
b do u i neka je b’ sused ¢vora u na putu Py,. U grafu G — X ¢vor o' se
nalazi u istoj komponenti kao ¢vor a, jer ih povezuje put P, — u, koji je
disjunktan sa skupom X zbog PN X = {u}. Slitno, ¢vor b’ se nalazi u
istoj komponenti kao ¢vor b.

S druge strane, pretpostavimo da svaki ¢vor iz X ima suseda u komponenti
C, grafa G — X koja sadrzi a i suseda u komponenti C} grafa G — X koja
sadrzi b. Neka je u proizvoljan ¢vor iz X 1 neka je a’ sused ¢vora u u
komponenti Cy, a neka je b’ sused ¢vora v u komponenti Cy. Dalje, neka
je P, put koji povezuje a i a’ u Cy, a neka je P, put koji povezuje b i o’
u Cy. S obzirom da su C, i C, komponente grafa G — X, imamo da je
P,NX =PF,NX =(. Sada, skup X \ {u} ne rastavlja ¢vorove a i b, jer
su ¢vorovi a i b povezani u G — (X \ {u}) putem koji se sastoji od puta
P,, ¢vora u i puta Pj.
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b) Dokazimo da Y, rastavlja ¢vorove a i b. Posmatrajmo proizvoljan put P
izmedju a i b. Kako X rastavlja a i b, to je PN X # (. Ako postoji &vor
iz PN X koji pripada (X NC’)U (X N X'), tada taj ¢vor pripada i Yy, pa
je PNY, # (). Pretpostavimo zato da je

PN(XNC)HuXnX')=0.

Tada zbog X = (X NCHU (X NX)U(XNC)) vazi da je PN X =
PN (XNCY). Neka je u prvi évor na putu P, iduéi od a ka b, koji pripada
skupu X N C} i neka je P, deo puta P od a do u. Put P, — v nema
zajednickih ¢évorova sa X, tako da se on ceo nalazi u C,. Kako skup X’
takodje rastavlja ¢vorove a i b i kako se ¢vor u nalazi u skupu C}, to na
putu P, (koji moze da se nastavi do b ne izlaze¢i vise iz C}) postoji ¢vor v
koji pripada X’. Cvor v takodje pripada i C,, jer pripada putu P, — u,
pa zaklju¢ujemo da v € Y.

Sada vidimo da svaki put izmedju ¢vorova a i b sadrzi ¢vor iz Y,, pa
zakljucujemo da Y, rastavlja a i b. Na slican nacin se dokazuje i da Y}
rastavlja a i b.

¢) Ne. Kontraprimer je dat na slici:

Cl el

C2 €2

Lako je proveriti da skupovi X = {co,d,e1} 1 X' = {c1,d, e} minimalno
rastavljaju ¢vorove a i b. Medjutim, skup Y, = {c1, c2,d} ne rastavlja
minimalno a i b, s obzirom da njegov pravi podskup {c;,ca} rastavlja a
ib. Skup Y, = {d, e, e2} takodje ne rastavlja minimalno a i b, s obzirom
da njegov pravi podskup {ej,es} rastavlja a i b.

Neka je G povezan graf sa skupom presecajuc¢ih ¢vorova A i skupom
blokova B. Najpre ¢emo dokazati da je blok graf grafa G povezan. Za
svaki ¢vor X u blok grafu izaberimo ¢vor z koji ¢e predstavljati X u G:
ako je X presecajuéi ¢vor, onda je x = X, a ako je X blok, onda je x
proizvoljni ¢vor iz X. Neka su sada X i Y proizvoljni ¢vorovi blok grafa, a
x 1 y njihovi predstavnici. Kako je G povezan graf, to u G postoji put P:

T =Ug, UL, ..., U =Y. Neka su uq,, Uqgy; - - Uqgy, 01 < ag < -+ < qy, svi
presecajuci ¢vorovi na putu P. Tada, za svako i = 1,2,...,] — 1, ¢vorovi
Uq,;, Ua;+1, - -+, Ua,,, Pripadaju istom bloku grafa G; neka je to blok B;.

Dalje, ako je x # u,,, neka je By blok koji sadrzi ¢vorove ug, u1, ..., Uq,
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i ako je y # ug,, neka je B; blok koji sadrzi évorove wug,, U, 41, - -, Uk-
Tada put

(B()a) ualvBlauagv"'vBlflvual (7Bl)7

gde se By i B; pojavljuju ako x i y nisu presecajuéi ¢vorovi, povezuje
¢vorove X 1Y u blok grafu.

Dalje dokazujemo da blok graf ne sadrzi cikluse. Pretpostavimo suprotno
i neka je
ap, Bl, as, BQ, ey Ak, Bk,

ciklus u blok grafu, gde je a; € A, B; € B, i=1,2,...,k. Kako za svako
i =1,2,...,k vazi da je a;, a;41 € B; (gde uzimamo ax11 = ay), to u
grafu G postoji put P; izmedju a; i a;41 koji u potpunosti pripada B; i ne
sadrzi druge presecajuce ¢vorove. Putevi Py, Ps, ..., Py tada formiraju
ciklus C koji sadrzi ¢vorove ap, ag, ..., a. Odavde sledi da unija By U
By U---U By, pripada jednom bloku, §to je nemoguce, jer iz definicije sledi
da blok ne moze da sadrzi drugi blok.

Sada vidimo da je blok graf povezanog grafa povezan i da ne sadrzi cikluse,
pa zaklju¢ujemo da je blok graf stablo.

Data relacija je ocigledno refleksivna i simetri¢na. Treba jos dokazati da,
ako ey 1 eg leze na ciklusu Cy i ako es i e3 leze na ciklusu Cs, tada i eq
i e3 leze na istom ciklusu. Krenimo od grane e3 niz ciklus C; u oba smera
dok ne naidjemo na prvi zajednicki ¢vor sa ciklusom C7; neka su z iy
dva ¢vora do kojih smo dosli (moguée je da su z i/ili y krajevi grane es).
Cvorovi i y su razliiti, tako da oni dele C'; na dva puta, od kojih jedan
sadrzi ey; ovaj put i put u Cy Ciji su krajevi x i y i koji sadrzi ez daju
ciklus koji sadrzi e; i e3.

a) = c¢): Najpre, neka su e i f dve grane sa zajednickim krajem x i neka
su y i z drugi krajevi tih grana. Posto je G — x povezan graf, on sadrzi
put koji povezuje y i z; taj put zajedno sa e i f daje ciklus.

Pretpostavimo sada da e i f nemaju zajednickih ¢vorova. Posto je G

povezan graf, neka je e = lg, Iy, ..., lx = f niz grana, tako da grane e; i
e;+1 imaju zajednicki ¢vor, ¢ = 0,1,...,k — 1. Prema prethodnom, grane
e; 1 ejy1 leze na istom ciklusu za + = 0,1,...,k — 1, a kako je, prema

zadatku 235, “biti na istom ciklusu” relacije ekvivalencije, zaklju¢ujemo
da i grane e i f leze na istom ciklusu.

c) = b): Za svaka dva ¢vora u i v, neka je e grana tako da je u € e i
f grana tako da je v € f. Grane e i f leze na istom ciklusu, a taj ciklus
sadrzi i ¢vorove u i v.

b) = a): Pretpostavimo da graf G — x nije povezan za neki ¢vor z. Ako
¢vorovi a i b pripadaju razlicitim komponentama G —x, tada a i b ne mogu
da leze na istom ciklusu u G.



237.

238.

167

Neka je Y C E(G) skup sa A\(G) grana tako da graf G — Y nije povezan.
Izaberimo po jedan ¢vor sa svake grane iz Y, tako da nisu svi izabrani
¢vorovi u istoj komponenti G — Y, i ozna¢imo taj skup ¢vorova sa X. Vazi
da je | X| < |Y], s obzirom da je moguée da je isti ¢vor izabran sa vige
grana iz Y. Graf G — X ne sadrzi nijednu granu iz Y, pa je G — X podgraf
grafa G—Y i, s obzirom da G — X sadrzi ¢vor iz svake komponente G —Y,
vidimo da je G — X takodje nepovezan graf. Zbog toga je k(G) < \(G).

Dalje, neka je u ¢vor stepena §(G) u grafu G. Ako obriSemo sve grane
koje polaze iz ¢vora u, tada je dobijeni graf nepovezan, jer je ¢vor u jedna
komponenta povezanosti. Zbog toga je A(G) < 0(G).

a) Ako se stablo sastoji samo od jednog ¢vora, tada je njegova Evorna
povezanost 0 (zbog k(G) < |V(G)|), dok granska povezanost nije defin-
isana, jer ne sadrzi nijednu granu.

Ako stablo ima bar dva ¢vora, tada ono sadrzi bar dva lista. Neka je D
dijametar stabla i neka su u i v listovi na medjusobnom rastojanju D.

Ako je D = 1, tada je stablo izomorfno sa Ko i vazi k(Ks2) = 1, zbog
Kk(G) < [V(GQ)], 1 MK2) =0, zbog M(G) < |E(G)].

Ako je D > 2, tada brisanjem proizvoljnog ¢vora, razli¢itog od u i v, sa
jedinstvenog puta koji povezuje u i v, stablo se raspada na bar dve kompo-
nente povezanosti, tako da je njegova ¢vorna povezanost jednaka 1. Sli¢no,
brisanjem proizvoljne grane sa istog puta stablo se takodje raspada na dve
komponente povezanosti, pa je njegova granska povezanost jednaka 1.

b) Ako je n = 1, tada je, kao i delu pod a), k(K1) = 0, dok granska
povezanost nije definisana.

Ako je n = 2, tada je, ponovo kao u delu pod a), k(K3) =11 A(K3) = 0.
Ako je n > 3, tada je kK(K,) = n — 1: naime, brisanjem proizvoljnih k,
k < n—1, &vorova, ostaje n — k ¢vorova koji formiraju kompletan podgraf
i koji je povezan. Kako je 6(K,) = n — 1, iz Vitnijevih nejednakosti sada
dobijamo da je A(K,,) =n—1,jerjen —1=x(K,) < AN(K,) <§(K,) =
n— 1.

¢) Akojem =n =1, tada je K11 = Ko, paje k(K11) =11 A(K1,1) =0.

Neka je dalje max(m,n) > 2 i pretpostavimo, bez gubitka opstosti, da je
n > m. S obzirom da je 6(K, ) = min(m,n), iz Vitnijevih nejednakosti
imamo da je k(Kp.n) < A(Epm,n) < min(m,n).

Dokazac¢emo da je k(Kp,,n) = min(m,n), iz éega direktno sledi i da je
MK m,n) = min(m, n). Naime, ako obrisemo manje od m évorova iz K, »,
recimo s ¢vorova iz klase sa m ¢vorova i t ¢vorova iz klase sa n évorova,
tada je s < mit < n, pase posle brisanja tih ¢vorova dobija graf izomorfan
sa Ky_sn—t, koji je i dalje povezan. Zato je (K, ) > m — 1, iz Cega
sledi da je (K, pn) = m.

d) Pretpostavimo da je ny < ng < .-+ < ng i neka je n = ny + ny +
<o+ ng. U grafu Ky, pn,....n, vazi da je §(Kn, ny,...on,) = T — N, Da je



168

239.

240.

241.

GLAVA 4. RESENJA ZADATAKA

i K(Kny,one) < AEnyone) < n—mng. S druge strane, ako se obrise
nekoliko ¢vorova iz K, .. n, tako da u bar dve klase ostane bar po jedan
¢vor, tada je rezultujuéi graf povezan. Zbog toga je k(K . . n.) > n —
ng —1, iz Cega sledi da je k(K ... n,) = n—ng, a iz Vitnijeve nejednakosti
tada sledi i da je A(Kp,,.. n,) =1 — Ng.

Dokazademo indukcijom po n da je k(@) = n. Za n = 1 vazi da je
Q1 = K», paje 5(Q1) = 1.

Pretpostavimo sada da za neko n > 2 vazi da je k(Qn-1) = n—1. Za
i=0,1, neka je Q° podgraf @,, indukovan évorovima (a1, as,...,a,) kod
kojih je a; = i. Primetimo da je svaki od grafova Q° i Q' izomorfan sa
(n — 1)-dimenzionalnom kockom Q,,—1. Neka je iz @), obrisan skup X sa
| X| < n &vorova.

Akoje XNQ°#0Di XNQ' #0, tadaje | X NQ’ <n—11i|XNQEY <
n — 1, pa su, po induktivnoj pretpostavci, podgrafovi Q° — (X N Q) i
Q! — (X NQ?') povezani. Dalje, svaki évor (0, as,...,a,) iz Q° je susedan
sa ¢évorom (1,as,...,a,) iz Q, tako da je ukupan broj grana izmedju
Q" i Q' jednak 2771, Kako je 2"~ > |X]|, to u Q, — X postoji neka
grana koja spaja ¢vor iz Q¥ — (X N Q) sa évorom iz Q' — (X NQ'), pa
zaklju¢ujemo da je u ovom slucaju graf @, — X povezan.

Pretpostavimo sada da je, na primer, X C Q°, tada je X N Q' = (. Neka

suu=(0,u2,...,u,)iv=(0,vs,...,v,) dva proizvoljna ¢vora iz Q° — X.
U grafu @, — X ova dva ¢vora su povezana putem koji od ¢vora u vodi
granom do &vora (1,usg,...,u,) u Q', zatim kroz povezani graf Q' do
¢vora (1,vg,...,v,) 1, na kraju, granom do ¢vora v. Na slican nacin se

dokazuje da su svaka dva ¢vora iz @), — X povezana putem, tako da je i u
ovom slucaju graf ),, — X povezan.

Iz prethodnog sledi da je k(@) > n. Medjutim, kako je 6(Q,) = n, to
iz Vitnijevih nejednakosti zaklju¢ujemo da je k(Q,) = n, pa po principu
matematicke indukcije, zaklju¢ujemo da ovo tvrdjenje vazi za svaki priro-
dan broj n. Kao posledicu Vitnijevih nejednakosti, takodje dobijamo i da

je M@n) =n.
Iz Vitnijeve nejednakosti 6(G) > A(G) = [ sledi da je

dy,
ZuEV(G) S nd(Q) < n_l
2 - 2 T2

[E(G)| =
U slucéaju da je k > n — 1 imamo da je §(G) > @ =n- %, odnosno,
posto je 6(G) ceo broj, §(G) > n—1. No, tada je G kompletan graf, pa je
on n-povezan za n > 2.
Neka je dalje K < n — 2. Pretpostavimo da je iz grafa G obrisan skup X
sa | X| < k ¢vorova. Neka je u évor najmanjeg stepena u G — X. Stepen
¢vora u u G je bar 0(G), pa stoga vazi da je

56 - X) 2 8(0) - x| > "2y no XL
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Kako G — X ima n — |X| > 3 ¢vorova, to prema zadatku 159.a) za-
klju¢ujemo da je G — X povezan graf, pa je stoga G k-povezan graf.

Dokazacemo da je jedina takva funkcija data sa f(k) = 1 za svako k € N.
Uzmimo primer povezanog grafa koji se dobija od dva disjunktna kom-
pletna grafa K} dodavanjem novog ¢vora u susednog sa svim ¢vorovima u
oba kompletna podgrafa. Tada ¢vor u ima stepen 2k, a svi ostali ¢vorovi
imaju stepen k. Kako se brisanjem ¢vora u dobija nepovezan graf, to je
povezanost ovog grafa jednaka 1, pa zato mora da vazi i f(k) = 1.

Koristi¢emo indukciju po k. Neka je C ciklus koji prolazi kroz ¢vorove z1,
Za, ..., k. Ako je zp € V(C), dokaz je zavrien; pretpostavimo zato da
je z ¢ V(C). Razlikujemo dva slucaja:

a) Pretpostavimo da postoji k xx-C puteva Py, Ps, ..., Py kojima je xj
jedini zajednicki évor. Cvorovi z1, @, ..., zp—1 dele C u k — 1 lukova,
pa jedan od ovih lukova (zajedno sa svojim krajevima) sadrzi krajeve bar
dva puta P; i P;. Dodavanjem puteva P; i P; u C, i brisanjem luka u C
izmedju krajeva P; i P; (koji ne sadrzi nijedan ¢vor z,, 1 < p < k —1),
dobijamo ciklus koji sadrzi ¢vorove 1, o, ..., Tk-

po Mengerovoj teoremi, postoji skup X, | X| < k — 1, 2 ¢ X, koji sadrzi
¢vor iz svakog zp-C' puta. Posto je G — X povezan graf, svaki ¢vor iz
C'\ X moze da bude povezan sa xj pomocéu puta. Ovo je kontradikcija,

osim kada je X = V(C) = {z1,22,...,2k—1}. U ovom slu¢aju, na slican
nac¢in se moze dokazati da postoji kK — 1 x,-C puteva kojima je xj jedini
zajednicki ¢vor. Ovi putevi povezuju xy sa ¢vorovima i, Tg, ..., Tk_1.

Dodavanjem dva proizvoljna puta od njih, koji povezuju z; sa susednim
¢vorovima u C, i brisanjem grane izmedju ta dva ¢vora u C', dobijamo
ciklus koji sadrzi ¢vorove x1, xa, ..., Tk.

Neka je G k-povezani graf sa bar 2k ¢vorova i neka je C ciklus najvece
duzine u G. Ako je |C| < 2k —1, neka je u € V(G)\ C i N(u) skup suseda
¢vora u. Po Mengerovoj teoremi, postoji k disjunktnih N(uw)-C puteva
Py, Py, ..., Py. S obzirom da je |C| < 2k — 1, to postoje dva puta P; i
P; ¢iji su C-krajevi susedni. Dodavanjem puteva P; i P; u C, zajedno sa
granama koje spajaju njihove N (u)-krajeve sa w, i brisanjem grane koja
spaja njihove C-krajeve, dobijamo ciklus ¢ija je duzina bar |C| + 1, Sto je
kontradikcija.

a) Neka je m broj grana, a t broj trouglova grafa G. Svakoj grani e =
{u,v} odgovaraju dve zatvorene Setnje duzine 2: w,v,u i v,u,v. Zato je

Dalje, svakom trouglu odgovara ukupno Sest zatvorenih Setnji duzine 3 po
njegovim granama koje se razlikuju po pocetnom ¢voru i smeru obilaska
trougla. Zato je 6t =Y " | A3.
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b) Postoje tri tipa zatvorenih Setnji duzine 4 koje polaze iz proizvoljnog
cvora u:

e Setnja opisuje ciklus duzine 4. Svaki ciklus daje ukupno osam ovakvih
Setnji, jer postoje cetiri mogucéa pocetna ¢vora i dva smera obilaska
ciklusa, tako da je ukupan broj ovakvih Setnji jednak 8oy4.

e Setnja tipa u, s, u, t, u, gde su s i t susedi évora u, koji mogu da budu
i jednaki. Broj ovakvih $etnji koje polaze iz ¢vora u je d?, a ukupan
broj ovakvih Setnji jednak je Dy = ZuGV(G) d?.

e Setnja tipa u,v,w,v,u, gde su évorovi v i w na rastojanju 2. S
obzirom da ne znamo broj ¢vorova na udaljenosti 2 od ¢vora u, ovaj
tip Setnji prebrojavamo po ¢voru v. Za svako v € V(G), postoji d,
mogucénosti za ¢vor u i d,, moguénosti za ¢vor w, pa je ukupan broj
ovakvih puteva takodje Dy = ZuEV(G) d2.

Kako je ukupan broj zatvorenih Setnji duzine 4 jednak L, = Z?:l A4,
imamo da je Ly = 804 + 2D, odnosno o4 = %L4 — iDQ.

a) Bilo koji povezani bipartitni graf G zadovoljava ovaj uslov.

Neka su u i v ¢vorovi iz suprotnih klasa grafa G. Tada, zbog bipartit-
nosti, bilo koja Setnja izmedju v i v u G ima neparnu duzinu, tako da je
(A%%),., = 0 za svako k > 0. Takodje, svaka zatvorena Setnja u G ima
parnu duzinu, tako da je (4%%*1), , = (A%**+1), , =0 za svako k > 0.

b) Matrica A je nenegativna ako su svi njeni elementi nenegativni.
Takodje, ako je A nenegativna matrica, tada su svi njeni stepeni A,
k > 0, takodje nenegativni. Naime, iz (A¥F1),, = >0 | Ak Ay, za-
kljuc¢ujemo da iz nenegativnosti matrica A i A* sledi nenegativnost matrice
AFt1 5 odavde po principu matematicke indukcije sledi da su svi stepeni
A* k> 0, nenegativni.

Sada, po binomnoj teoremi vazi

n—1 n—1
I+A4t=>" ( ] )AS,

s=0
a kako je matrica susedstva A po definiciji nenegativna, zaklju¢ujemo da
nijedan element u matrici (I+ A)™~! nije jednak 0 ako i samo ako za svako
u,v € V(G) postoji k, 0 < k < n — 1, tako da je (A*),., veée od 0. No,
ovo vazi ako i samo ako izmedju u i v postoji bar jedna Setnja duzine k,
tj. ako i samo ako se u i v nalaze u istoj komponenti povezanosti. Kako
ovo vazi za svako u,v € V(G), zakljutujemo da je G povezan graf.

Neka N (i) oznacava skup suseda ¢vora ¢ u grafu G. Svaka Setnja duzine
k 4+ 1 izmedju ¢ i j sastoji se od grane koja vodi od ¢vora ¢ do nekog
njegovog suseda [ € N(i) i Setnje duzine k od [ do j. Zato je

Niwa(ig) = Y Null,g),
lEN(i)
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asobziromdajeAd;;=1zale N(i)iA;; =0zal¢ N(i), tovazii
Nk+1(i7j) = ZAi,lNk(laj)7
=1

pa mnozenjem obe strane sa t**1 i sabiranjem po k od 0 do co dobijamo

Z Nyya (i, )t = tz Ay Z Ni(l,7),
k=0 1=1 k=0
odakle je
wij = No(i, §) =) Ay ;.
=1
Izraz Y, A; jw; j predstavlja (i, j)-element u proizvodu matrica A 1 W,
pa iz prethodne jednakosti dobijamo da vazi
W — I =tAW,
odakle je
W= (I—-tA)™,
§to je i trebalo dokazati.

Neka su u svakom od podgrafova ¢vorovi oznaceni kao na slici.

a a

a a

Posto je graf 3-regularan, ¢vorovi oznaceni sa b imaju jednog suseda
oznacenog sa b i dva suseda oznacena sa a i nemaju drugih suseda van
njihovog podgrafa. S druge strane, ¢vorovi oznaceni sa a imaju jednog
suseda oznacCenog sa b i jos dva suseda van njihovog podgrafa: iz prethodne
recenice sledi da to mogu da budu jedino ¢vorovi oznaceni takodje sa a.

Ako je sada x n-dimenzionalni vektor tako da je svakom ¢voru oznatenom
sa a pridruzena vrednost x,, a ¢voru oznacenom sa b vrednost x;, tada je
x sopstveni vektor za vrednost 0 ako je

0-zp, = 2x4+ x,
0-2 = 2x4+ xp,
tj. ako je xp = —2x,. Ako stavimo x, = 1 i x, = —2, tada je x nenula

sopstveni vektor za vrednost 0, $to pokazuje da je 0 sopstvena vrednost
grafa G.
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a) Neka je G r-regularan graf sa skupom ¢vorova {1,2,...,n} i matricom
susedstva A. Ako je j vektor €iji su svi elementi jednaki 1, tada vazi

(A : j)a,l = ZAa,bjb,l = ZAa,b = |N(a)| =T,
b=1 b=1

odakle zakljucujemo da je A-j = r-j i da je r sopstvena vrednost grafa G
sa sopstvenim vektorom j.

Neka su Ay = r, A9, ..., A, sopstvene vrednosti grafa G i neka je z,
sopstveni vektor koji odgovara A\, a = 1,2,...,n, tako da vektori x1 = j,
Za, ..., T, Cine ortogonalnu bazu vektorskog prostora R™ (tj. tako da je
2l zy=0zaa#b).

Komplement G ima matricu susedstva A = J — I — A, gde je .J kvadratna
matrica ¢iji su svi elementi jednaki 1. Tada iz A-j = r - j dobijamo

Aj=(J~T-A)-j=n-j—j—r-j=(m—-1-1)]
aizx'aT~j:Ozaa:2,3,...,nimamo
Axg=(-T-A) 2,=0—24 — Ny = —(Ng + 1)2,.

Odavde zakljuéujemo da G ima iste sopstvene vektore kao i G, a da su
sopstvene vrednosti G brojevin —1—7r1i -\, —1lzaa=2,3,...,n.

b) Komplement K, . ... m p-partitnog grafa sa m ¢vorova u svakom delu se
sastoji od p komponenti povezanosti, od kojih svaki predstavlja kompletni
graf K, sa m ¢vorova. Spektar grafa K, sastoji se od proste sopstvene
vrednosti m — 1 1 sopstvene vrednosti —1 sa visestrukoséu m — 1. Posto
je Kmom,...m (m — 1)-regularan graf, iz dela pod a) sledi da Ky m,....m
ima prostu sopstvenu vrednost pm — 1 — (m — 1) = pm — m i sopstvenu
vrednost —(m — 1) — 1 = —m sa viSestrukoséu p — 1 i sopstvenu vrednost
—(—1) — 1 = 0 sa viSestrukoséu pm — p.

a) Pretpostavimo da postoji graf G, sa sopstvenim vrednostima A1 > Ay >
<o > A, za koji vazi o(G) > po + min{p_, p+ }. Tada postoji indukovani
podgraf H grafa G sa «(G) ¢vorova koji ne sadrzi grane. Kako je matrica
susedstva grafa H jednaka nuli, spektar grafa H se sastoji od vrednosti 0
sa vigestrukoséu a(G) i prema teoremi o preplitanju sledi da je

Aa@) 20 1 02> N_q(@)+1-

Iz nejednakosti Aoy > 0 sledi da je a(G) < py + po, a iz nejednakosti
An—a(@)+1 = 0 sledi da je a(G) < p— + po, Sto je u suprotnosti sa pret-
postavkom «(G) > pg + min{p_, p4}.

b) Neka je H kompletan podgraf sa w(G) ¢vorova grafa G. Sopstvene
vrednosti grafa H su w(G) — 1 viSestrukosti 1 i —1 viSestrukosti w(G) — 1.
Iz teoreme o preplitanju sledi

A > w(G) -1, AW(G) >-1, -1= )‘n—w(G)+27
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odakle je, redom,
w(G) <AM+1, w@) <p_i+pty, w@)—-1<p_1+p,
i odakle sledi tvrdjenje zadatka.
Da bi dokazali ovu nejednakost, primetimo da je najveéa sopstvena vred-

nost A’ grafa Ky o(g) jednaka /1 - A(G).

Ako je u ¢vor najveceg stepena A(G) u grafu G, tada je Ky a(g) podgraf
grafa G, koga obrazuju ¢vor u i njegovi susedi (bez grana koje povezuju
susede ¢vora u), tako da vazi A > A’ = /A(G).

a) Ako je z n-dimenzionalni vektor sa svim koordinatama jednakim ﬁ,

tada je ||z|| =11

dy
> Y rer, = 21B(G)| _ Xuev(o)

n

= E’
{u,v}eE(G)

pa iz Rejlijevog odnosa sledi da je d < A.

b) Ako je G regularan graf, tada vazi jednakost d = A, jer je najveca
sopstvena vrednost G jednaka stepenu G.

Obratno, pretpostavimo da vazi d = A. Tada n-dimenzionalni vektor z sa
svim koordinatama jednakim ﬁ predstavlja sopstveni vektor koji odgo-
vara sopstvenoj vrednosti A i iz Ax = Az sledi da je d, = A za svako
u € V(G), pa je G regularan graf.

c) S obzirom da je d = % = 13" 1 A2, ovo tvrdjenje sledi iz dela
pod b).
Neka su A\; = A, s, ..., A\, sopstvene vrednosti grafa G. Kako ne postoje

zatvorene Setnje duzine 1, to je
Ad+Xdo+--+ X, =0
Broj zatvorenih Setnji duzine jednak je 2e, pa je
A+ 03+ A2 =2e.
Sada je, po Kosi-Svarcovoj nejednakosti,
A=+ + X)) < (n=1DA3+ -+ 22) = (n—1)(2e — A?),

odakle sledi nejednakost iz zadatka.
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Glava 5

Z.adaci sa matematickih
takmicenja

5.1

Zadaci

Zadaci iz kombinatorike i teorije grafova Cesto se sretu na matematickim
takmicenjima skriveni iza naziva “logicko—kombinatorni zadaci”, sto je posle-
dica Cinjenice da elementi teorije grafova jos§ uvek nisu nasli svoje mesto u nas-
tavnom programu osnovnih i/ili srednjih skola.

U ovoj glavi dato je nekoliko desetina zadataka koji su se pojavljivali
uglavnom na republickim i saveznim takmicenjima. Zadaci su dati u original-
noj postavci, a u reSenjima su date i alternativne postavke u terminima teorije
grafova.

254.

255.

256.

257.

VI razred, Savezno takmicenje 1997. Na jednom ostrvu postoji ukupno 9
drzava. Dokazati da na ovom ostrvu postoji drzava koja medju njima ima
paran broj prijateljskih drzava. Ako je drzava A prijateljska sa drzavom
B, onda je i drzava B prijateljska sa drzavom A.

VI razred, Savezno takmicenje 2001. Braéni par Mirko i Ljubica pozovu
na veceru svoje prijatelje, tri bra¢na para. Posto su svi stigli istovremeno,
poceli su da se rukuju, pri ¢emu se svako rukovao sa nekoliko ljudi, a niko se
nije rukovao sa svojim brac¢nim drugom. Kada su zavrsili sa rukovanjem,
Mirko je pitao svakog (i Ljubicu) koliko se puta rukovao. Dobio je sedam
razlicitih odgovora. Sa koliko se ljudi rukovala Ljubica?

VII razred, Savezno takmicenje 1998. Moze li matematickoj olimpijadi
prisustvovati 1999 ucesnika (racunajuéi i goste), ako svaki od njih ima
ta¢no 3 prijatelja medju ucesnicima?

I razred, B kategorija, Opstinsko takmicenje 2000. Na slede¢oj Semi
dozvoljeno je kretati se putevima u smeru strelica:
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o

Na koliko nacina se moze sti¢i od ¢vora S do évora T7

I razred, Opstinsko takmicenje 1999. U kutiju je stavljeno k£ manjih ku-
tija. Zatim se u neke od manjih kutija stavlja po k jos manjih kutija i ovaj
proces se ponovi nekoliko puta. Ako je na kraju medju svim tim kutijama
m napunjenih, koliko ima praznih (kutija je napunjena ako u njoj ima
neka manja)?

I razred, Pokrajinsko takmicenje 1990, Kosovo i Metohija. Moze li se
jednim potezom nacrtati figura sa slike?

I razred, Republicko takmicenje 1976. U ravni je dato pet tacaka od kojih
nikoje tri ne leze na jednoj pravoj. One se spajaju crvenim i plavim duzima
i to tako da nikoje tri duzi iste boje ne obrazuju trougao. Dokazati:

a) iz svake tacke polaze ta¢no dve plave i dve crvene duzi;

b) postoji zatvorena izlomljena linija sastavljena od duzi iste boje koja
sadrzi sve date tacke.

I razred, Republicko takmicenje 1990. U ravni je dat skup od Sest tacaka,
takvih da nikoje tri nisu kolinearne. Sve duzi odredjene ovim tackama
obojene su ili plavom ili crvenom bojom.

a) Dokazati da postoji trougao ¢iji su vrhovi iz datog skupa tacaka i ¢ije
su sve stranice iste boje.

b) Dokazati da postoje dva trougla ¢iji su vrhovi iz datog skupa tacaka i
Cije su sve stranice iste boje.

I razred, A i B kategorija, Republicko takmicenje 2003. Svako od 20 ljudi
Salje nekoj desetorici od ostalih po jedno pismo. Dokazati da postoje dve
osobe koje su jedna drugoj poslale pismo.

I razred, probno takmicenje na pripremama za Savezno takmicenje 1995.
U ravni je dato 9 tacaka takvih da nikoje tri od njih nisu kolinearne.
Zatim su neki od parova tih tacaka spojeni duzima. Dokazati da se medju
zadatim tackama mogu naé¢i 3 takve da su svake dve od njih spojene
duzima, ili se mogu naci 4 takve da nikoje 2 od njih nisu spojene duzima.
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I razred, Savezno takmicenje 1980. Grad ima 1980 raskrsca, a u svakom
od njih sastaju se po tri ulice. Postoji kruzna autobuska linija, koja prolazi
kroz svako raskrscée taéno jedanput. Odluceno je da se u svakoj ulici zasade
stabla samo jedne od ovih vrsta drveca: kesten, breza i lipa. Dokazati da
je to moguce uciniti tako da se u svakom raskrséu sastaju tri drvoreda
razli¢itih vrsta.

I razred, Savezno takmicenje 1981. Jedan mis gricka parce sira u obliku
kocke sa ivicom 3. Kocka sira podeljena je na 27 manjih kockica sa ivicom
1. Mis gricka sir na taj nac¢in sto pocinje sa kockicom u jednom od temena.
Pojevsi celu kockicu, prelazi na susednu, koja je sa upravo pojedenom
imala zajednicku stranu. Da li mi§ moze pojesti celo parce sira tako da
poslednja kockica koju pojede bude ona u centru kocke?

I razred, Savezno takmicenje 1990. Car zeli da sagradi dvorac u kojem
¢e biti 1990 soba u jednom nivou, tako da vaze sledeéi uslovi:

1. Broj vrata na svakoj sobi je 0, 1 ili 2.

2. Izmedju svake dve sobe su najvise jedna vrata, a iz svake sobe na ulicu
vode najvise jedna vrata.

3. Broj vrata prema ulici jednak je 19, a broj soba sa jednim vratima je
90.

Da li je moguce sagraditi takav dvorac?

II razred, Okruzno takmicenje 1999. Na takmicenju se srelo 7 ucenika.
Svaki od njih govori najvise dva jezika. Dokazati da medju njima postoje
tri tako da sva trojica govore istim jezikom ili da nikoja dva od te trojice
ne govore zajednickim jezikom.

II razred, Republicko takmicenje 1998. U jednoj grupi ucenika, neki od
njih se medjusobno poznaju. Pritome, dva ucenika koja imaju zajednickog
poznanika uvek poznaju razli¢it broj ucenika te grupe. Dokazati da postoji
ucenik koji poznaje samo jednog od preostalih ucenika.

I razred, probno takmicenje na pripremama za Savezno takmicenje 1995.
Na dvoru kralja Artura sakupilo se 2n vitezova, pri ¢emu svaki od njih,
medju ostalim, ima najvise n—1 neprijatelja. Dokazati da Merlin, savetnik
kralja Artura, moze da rasporedi vitezove za okrugli sto tako da su svaka
dva suseda prijatelji. (Prijateljstvo i neprijateljstvo su simetri¢ni.)

II razred, Savezno takmicenje 1984. U nekoj drzavi izmedju svaka dva
grada postoji jednosmerna avionska linija. Dokazati da postoji grad iz
kojeg se u svaki drugi grad moze sti¢i avionom sa najvise jednim prese-
danjem.

II razred, Savezno takmicenje 1997. U svakoj od tri skole ima po
n ucenika. Svaki ucenik poznaje bar n 4+ 1 ucenika iz ostale dve skole.
Dokazati da postoje tri ucenika, po jedan iz svake Skole, koji se medju-
sobno poznaju. (Poznanstvo je simetri¢na relacija.)
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III razred, Republicko takmicenje 1983, Bosna i Hercegovina. Na jednom
takmicenju svaki ucesnik se bori sa svakim i nijedna borba se ne zavrsava
nereseno. Dokazati da medju takmicarima postoji takav koji ¢e prozvati
sve ucesnike, osim sebe, kada prozove sve ucesnike koje je pobedio, kao i
sve ucesnike koji su pobedjeni od onih koje je pobedio.

IV razred, Opstinsko takmicenje 1983. Svaki grad u nekoj drzavi je
povezan direktnim avionskim linijama sa tri druga grada. Iz svakog grada
moze se oti¢i u bilo koji drugi grad sa najvise jednim presedanjem. Koliko
najvise moze biti gradova u toj drzavi?

IV razred, Republicko takmicenje 1974. U drzavi Zavrzlamiji ima n
gradova. Treba ih povezati telefonskim linijama tako da budu ispunjeni
uslovi:

1. svaka linija povezuje dva grada;

2. ima ukupno n — 1 linija;

3. iz svakog od tih n gradova se moze (direktno ili ne) razgovarati sa bilo
kojim drugim gradom.

Na koliko se to na¢ina moze uéiniti?

IV razred, Republicko takmicenje 1978. Neka se medju n ljudi nikoja tri
medjusobno ne poznaju. Dokazati da je broj parova ljudi koji se uzajamno

poznaju najvise {”72}
IV razred, Republicko takmicenje 1988. Na Sahovskom prvenstvu skole
ucestvovalo je po nekoliko ucenika I i II razreda. Svaka dva uéenika su
odigrala po jednu partiju i nijedna partija nije zavrSena remijem. Svaki
ucenik I razreda pobedio je bar jednog i izgubio od bar jednog ucenika IT
razreda. Svaki ucenik II razreda pobedio je bar jednog i izgubio od bar
jednog ucenika I razreda. Dokazati da postoje ucenici A; i Ay iz I razreda
i ucenici By i By iz Il razreda, takvi da vazi:

A, je pobedio Bj i izgubio od Bs;

A, je pobedio Bs i izgubio od Bj.

IV razred, Republicko takmicenje 2004. Neka je A skup od Sest eleme-
nata. Dokazati da u svakoj familiji {A;, As,..., A11} razlicitih troele-
mentnih podskupova od A, postoje tri razlicita skupa A;, A; i Ay koji su
svi podskupovi istog ¢etvoroelementnog skupa.

IV razred, Savezno takmicenje 1972. Koliki je maksimalan broj per-
mutacija od n elemenata takvih da su svaka dva elementa susedna u naj-
viSe jednoj od permutacija?

1V razred, Savezno takmicenje 1975. U nekom drustvu svaka dva poz-
nanika nemaju zajednickih poznanika, a svaka dva coveka koji se ne poz-
naju imaju ta¢no dva zajednicka poznanika. Dokazati da u tom drustvu
svi imaju jednak broj poznanika.
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1V razred, Savezno takmicenje 1976. Grad ima kvadratnu mrezu sa m
”horizontalnih” i n ”vertikalnih” ulica (videti sliku). Kolika je najmanja
duzina dela mreze koji treba asfaltirati tako da se od svake raskrsnice do
bilo koje druge moze doéi asfaltom?

HI-1V razred, Savezno takmicenje 1988. U jednoj drzavi ima vise od 7
gradova. Dokazati da ne postoji mreza jednosmernih puteva sa sledeé¢im
osobinama:

a) Izmedju svaka dva grada postoji tacno jedan direktan put.

b) Za svaka dva grada A i B postoji tacno jedan grad u koji se direktno
moze sti¢iiiz A1iiz B.

¢) Za svaka dva grada A i B postoji ta¢no jedan grad iz koga se direktno
moze sti¢iiu Aiu B.

IT BMO, 1985. Na konferenciji uc¢estvuje 1985 ljudi. U svakoj troclanoj
grupi postoje bar 2 osobe koje govore zajednickim jezikom. Ako svaka os-
oba govori najvise pet jezika, dokazati da postoji 200 osoba na konferenciji
koje govore zajednickim jezikom.

X BMO, 1994. Nadi najmanji broj n > 4 za koji postoji skup od n ljudi,
tako da svaka dva koji se poznaju nemaju zajednickih poznanika, a svaka
dva koja se ne poznaju imaju ta¢no dva zajednicka poznanika.

VIIMO, 1964. Sedamnaest naucnika se dopisuju, svaki sa svakim. Dopi-
sivanje se obavlja na tri teme. Svaki par se dopisuje samo po jednoj temi.
Dokazati da postoje bar tri nauc¢nika, koji se medjusobno dopisuju na istu
temu.

XXXII IMO, 1991. Dat je povezan graf G sa k ivica. Dokazati da se
njegove ivice mogu numerisati svim brojevima 1,2,... .k tako da za svaki
vrh v grafa koji je spojen ivicama sa bar dva druga vrha vazi: najveci
zajednicki delilac svih brojeva, kojima su numerisane ivice ¢iji je jedan
vrh v, jednak je 1.

(Graf G se sastoji od skupa tacaka koje se zovu vrhovi, zajedno sa skupom
wvica koje spajaju neke parove razli¢itih vrhova. Za graf G se kaze da je
povezan ako za svaki par razli¢itih vrhova {z,y} postoji neki niz vrhova
T =g, V1,02 ...,0, =y takav da je svaki par vrhova v;, v;1+1 (0 <i < m)
spojen ivicom iz G.)

XXXIITIMO, 1992. U prostoru je dato n tacaka, od kojih nikoje ¢etiri ne
leze u jednoj ravni. Svake dve tacke su povezane pomoc¢u duzi. Duz moze
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biti obojena plavom ili crvenom bojom, ili moze biti ostavljena neobo-
jena. Naéi najmanju vrednost n, takvu da pri proizvoljnom bojenju n
duzi postoji trougao ¢ije su sve stranice obojene istom bojom.

5.2 Resenja

254.

255.
256.

257.

258.

259.

Dokazati da u grafu G sa 9 ¢vorova postoji ¢vor parnog stepena.
Pretpostavimo da su svi stepeni ¢vorova, dy,ds,...,dy neparni. Tada je
zbir dy+do+. . .4+dg neparan broj, sto je nemoguce jer je dy+dao+...+dg =
2m, gde je m broj grana u G. Kako smo dobili kontradikciju, polazna
pretpostavka nije ta¢na, pa graf ima ¢vor parnog stepena.

Ovo je zadatak 182 sa n = 4.

Da li postoji regularan graf stepena 3 sa 1999 évorova?
Ne, jer je tada 2m = 232919 d; = 1999 - 3, gde je m broj grana grafa G.

Podelimo vertikalnim linijama datu Semu na ”oblasti”:

@) )@
ol ey

Pri svakom prolasku jednim od puteva prelazimo u oblast sa rimskim
brojem veéim za jedan. Iz svakog od ¢vorova u okviru iste oblasti vodi
jednak broj grana u sledeéu oblast (redom, ovi brojevi su: 2,3,2,1,3,2/1).
Stoga je ukupan broj puteva od S do T jednak 2-3-2-1-3-2-1=72.

RO

g e
/'I \ I/ ™
@“@»\i}?ﬁ

n | 1l | "

Cvor r spojen je granama sa k listova. Zatim su neki od tih listova sliéno
spojeni granama sa novih k listova... Ako na kraju u ovom stablu ima m
¢vorova stepena veceg od 1, koliko ima listova?

Ukupan broj ¢vorova jednak je mk + 1 (za svaki od m ¢vorova stepena
veéeg od 1 imamo k ¢évorova ”pod” njim i jo§ koren stabla 7). Kako je od
toga m Cvorova stepena veceg od 1, dobijamo da listova ima mk + 1 —m.

Da li postoji Ojlerov put u grafu sa slike?
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Kako imamo jedan ¢vor stepena 4 i Cetiri ¢vora stepena 3, prema zadatku
215 graf ne sadrzi Ojlerov put.

Grane grafa K, se boje crvenom i plavom bojom tako da ne postoji jed-
nobojna kontura duZine 3. Dokazati:

a) iz svakog cvora polaze taéno dve plave i dve crvene grane;

b) postoji jednobojna Hamiltonova kontura.

a) Pretpostavimo suprotno, da postoji évor iz koga polaze bar 3 grane
iste boje. Neka je to ¢vor a, a npr. plave grane ab, ac i ad. Zbog uslova
zadatke grane be, bd i cd ne mogu biti plave (jer bi imali plave trouglove
abe, abd ili acd), tj. one su crvene, ali tada imamo crveni trougao bed, $to
je nemoguce prema uslovu zadatka, pa je polazna pretpostavka pogresna,
tj. iz svakog ¢vora polaze po dve plave i dve crvene grane.

b) Neka je ab crvena grana. Iz b polazi tacno jos jedna crvena grana (bez
umanjenja opstosti mozemo uzeti da je to bc). Iz ¢ polazi taéno jos jedna
crvena grana. Zbog crvenog trougla abe to ne moze biti grana ac (bez
umanjenja opstosti mozemo uzeti da je to cd). Iz d polazi tacno jos jedna
crvena grana. To mora biti grana de (ne moze db jer bi iz b vodile tri
crvene grane, niti da jer tada iz e ne bi mogle voditi dve crvene grane).
Iz e polazi ta¢no jos jedna crvena grana i to mora biti grana ea, jer bi
u protivnom iz nekog drugog ¢vora polazile tri crvene grane. Time smo
dobili crvenu Hamiltonovu konturu abecdea. Kako su sve ostale grane plave
imamo i plavu Hamiltonovu konturu acebda.

Grane grafa Kg obojene su plavom ili crvenom bojom.

a) Dokazati da postoji kontura duZine 3 ¢ije su sve grane obojene istom
bojom.

b) Dokazati da postoje dve konture duZine 8 ¢ije su sve grane obojene is-
tom bojom.

Oznac¢imo ¢vorove grafa sa a, b, ¢, d, e, f.

a) Od grana iz évora a, po Dirihleovom principu, bar tri su iste boje (npr.
ab, ac i ad). Ako je neka od grana be, bd ili cd te iste boje dobili smo
trazenu konturu, a ako su sve tri grane be, bd ili c¢d suprotne boje onda
one ¢ine trazenu konturu.

b) Na osnovu dela pod a) postoji jednobojna kontura. Neka je to abc i neka
je ona plava. Razmotrimo grane ad, ae i af. Imamo slede¢e moguénosti:
1° Sve grane ad, ae i af su iste boje. Analogno kao u delu pod a) pokazu-
jemo da je bar jedna od kontura ade, adf, aef ili def jednobojna.

2° Dve od grana ad, ae i af su plave (npr. ad i ae), a treéa (af) je crvena.
Ako je neka od grana cd, ce ili de plava imamo plavu konturu (acd, ace ili
ade). Ako su sve crvene imamo crvenu konturu cde.

3° Dve od grana ad, ae i af su crvene (npr. ae i af), a treca (ad) je plava.
Ako konture abd i aef nisu trazene, grana bd mora biti crvena, a ef plava.
Ako bi i be i bf bile plave imamo plavu konturu bef. Pretpostavimo da
je jedna od njih, npr. be crvena. Neposredno sledi da grana de mora biti
plava (inac¢e imamo crvenu konturu bde), bf plava (ina¢e imamo crvenu
konturu bdf), cd crvena (inac¢e imamo plavu konturu acd) i cf plava (inace
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imamo crvenu konturu bef). Medjutim tada je kontura bef plava.
Tako smo u svim slucajevima dobili dve konture od kojih je svaka obojena
istom bojom.

U orijentisanom grafu G = (V, E) sa 20 évorova, izlazni stepen svakog
évora jednak je 1 (izlazni stepen je broj grana koje vode iz ¢vora). Dokazati
da tada postoje dva ¢vora u i v za koje postoje grane i iz u uw v 1 iz vV u U.
U V postoji ¢vor u €iji je ulazni stepen bar 10 (ulazni stepen je broj grana
koje vode u évor), jer bi u suprotnom zbir izlaznih stepena bio manji od
9-20 = 180, a taj broj mora biti jednak zbiru ulaznih stepena, koji je
10 - 20 = 200. Iz u vodi 10 grana ka nekim od preostalih 19 évorova i ka
u vodi bar 10 grana od nekih od preostalih 19 ¢vorova. Ako ne bi doslo
do preklapanja, pored u bi bilo jo§ 10 + 10 = 20 > 19 ¢vorova. Sledi da
postoji ¢vor v takav da postoje graneiiz v u v iiz v u u.

Dat je podgraf G kompletnog grafa Kg9. Dokazati da ili graf G ima kao
podgraf Ks ili njegov komplement G ima kao podgraf K.

Pre svega, nemoguce je da svaki ¢vor u G bude stepena 3: zbog zadatka
254 postoji ¢vor parnog stepena a i njegov je stepen razli¢it od 3.

1° d(v) > 4. Ako su neka dva od suseda ¢vora a (neka su to b, ¢) spojeni
granom, tada a, b, ¢ ¢ine 3 ¢vora koji su svi spojeni granom. U suprotnom
imamo 4 ¢vora (susedi od a) od kojih nikoja dva nisu spojena granom.
2° d(v) < 2. Cvor a nije spojen sa nekih 6 ¢vorova. Prema zadatku 261.a)
medju tih 6 ¢vorova postoje 3 ¢vora koji su svi spojeni granom ili 3 ¢vora
od kojih nikoja dva nisu spojena granom (oni sa a daju 4 &vora od kojih
nikoja dva nisu spojena granom).

Dokazati da se grane 3-regularnog grafa koji poseduje Hamiltonovu konturu
mogu obojiti u 3 boje tako da iz svakog ¢vora idu grane razlic¢itih boja.
Grane u Hamiltonovoj konturi naizmeni¢no bojimo dvema bojama. Kako
je broj ¢vorova 3-regularnog grafa paran, prva i poslednja grana Hamil-
tonove konture biée obojene razlicito. Preostale grane obojimo tre¢om
bojom. Time smo dobili trazeno bojenje.

Dat je graf sa skupom cvorova V. = {vir | 1 < 4,4,k < 3} u kome su
EVOTOVE Vgpe G Vaep susedni akko je ((a —d)? + (b—e)?*+ (c— f)?=1. Da
li postogi Hamiltonov put koji pocinje u vi,1,1 % zavrsava se u V2227
Ovaj graf je bipartitan: jednu particiju, Vi, ¢ine évorovi vj;; kod kojih
je zbir ¢ + 7 + k neparan, a drugu, Vs, oni kod kojih je paran. Bilo koji
Hamiltonov put naizmenicno prolazi kroz ¢vorove iz V; i V5. Kako je 14
¢vorova u Vi, a 13 u Vs, svi Hamiltonovi putevi moraju i da pocinju i da
se zavrSavaju sa ¢vorom iz Vi. Ali kako je vi111 € Vi, a vags € V5 trazeni
Hamiltonov put ne postoji.

Da li postoji graf sa 1991 ¢vorova, koji ima jedan ¢évor stepena 19 i
devedeset cvorova stepena 1, a ostali ¢vorovi su stepena 0 ili 27
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Ovde smo spoljasnjost dvorca zamenili jednim ¢vorom i grane nam pred-
stavljaju vrata. Odgovor je odrecan, jer je zbir stepena

D di=19490-1+k-0+ (1900 — k) - 2

neparan broj, $to je nemoguce jer je Y .d; = 2m, gde je m broj grana
grafa.

U bipartitnom grafu G = (V,E), V=V UVa, ViNVa =0, je |V1| =7 i
svaki ¢vor iz V1 ima stepen 2. Dokazati da tada postoje tri ¢vora iz Vi koji
su susedni sa istim ¢vorom iz Vo ili postoje tri ¢vora iz Vi za koje nikoja
dva ¢vora nisu na rastojanju 2.

Posmatrajmo proizvoljan ¢vor a € V;. Ako postoje dva od preostalih
¢vorova iz V7 koji su susedni sa istim ¢vorom kao i a dobili smo trazenu
trojku ¢vorova. Ako, pak, za svaki od najvise 2 ¢vora sa kojima je a
susedan postoji najvise jedan ¢vor koji je sa njim susedan, tada bar 4
¢vora iz V1 nemaju zajednickog suseda sa a (oznacimo skup takvih ¢vorova
sa B). Posmatrajmo medju tim évorovima proizvoljan ¢vor b € B. Ako
postoje dva od preostalih ¢vorova iz B koji imaju zajednickog suseda sa
b dobili smo trazenu trojku ¢vorova. Ako, pak, medju ostalim ¢vorovima
iz B, za svaki od najvise 2 ¢vora sa kojima je b susedan postoji najvise
jedan ¢vor koji je sa njim susedan, tada bar jedan ¢vor (oznacimo ga sa c)
nema zajednickog suseda sa b. Kako su b, ¢ € B to oni nemaju zajednickog
suseda sa a, pa je a, b, c trazena trojka ¢vorova.

U grafu G svaka dva cévora na rastojanju 2 imaju razlicite stepene.
Dokazati da tada postoji ¢vor stepena 1.

Posmatrajmo ¢vor v najveleg stepena. Neka je d(v) = k. Njegovih k
suseda moraju imati razlicite stepene i oni su vedi ili jednaki 1 (jer su svi
susedni sa v) i manji ili jednaki sa k (jer je k najveéi stepen). Prema tome,
jedan od tih ¢vorova mora biti stepena 1.

Ako u grafu G sa 2n ¢vorova za stepen d svakog ¢vora vazi nejednakost
d > n, graf G poseduje Hamiltonovu konturu. Dokazati.

Uzmimo proizvoljnu kruznu permutaciju ¢vorova grafa. Neka su ne-
susedni ¢évorovi a i b jedan do drugog u permutaciji (a pre b). Cvor
a ima bar n suseda, a b ima najvise n — 1 ¢vorova koji nisu susedni,
pa negde u permutaciji postoje jedan za drugim ¢évorovi a’ (susedan sa
a) 1 b (susedan sa b) tako da je a’ pre V', tj. u kruznoj permutaciji
imamo raspored a, b, vy, va, . .., Vg, @', b’. Umesto ovoga rasporeda stavimo
a,a’,vg, ..., v2,01,b,b (Evorovi v; se nalaze i dalje izmedju ista dva évora),
a umesto parova a,b (koji su nesusedni u grafu G) i o’,b’ sada imamo
parove susednih ¢vorova a,a’ i b,b’. Time smo smanjili broj nesusednih
¢vorova koji se nalaze jedan do drugog u kruznoj permutaciji. Kako u
kruznoj permutaciji ima 2n parova ¢vorova jedan do drugog, ako neko-
liko puta ponovimo ovaj postupak, dobi¢emo kruznu permutaciju u kojoj
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su jedan do drugog susedni ¢vorovi, odnosno konstruisali smo trazenu
Hamiltonovu konturu.

Napomena: Zadatak je direktna posledica Dirakove teoreme: Ako u grafu
G sa n ¢vorova za stepen d svakog ¢vora vazi nejednakost d > %n, graf G
poseduje Hamiltonovu konturu.

Dokazati da svaki turnir sadrzi bar jednog kralja.

U ovom zadatku se javljaju orijentisani grafovi ili digrafi, o kojima nije
bilo re¢i u ovoj zbirci. Kod orijentisanog grafa sve grane e = (u,v) su
orijentisane, tj. bitan je redosled ¢vorova. Za granu e = (u,v) kazemo
da vodi iz évora u u ¢évor v. Izlazni stepen &vora v, u oznaci d*(v), je
broj grana koje vode iz ¢vora v. Ulazni stepen ¢vora v, u oznaci d~ (v),
je broj grana koje vode u ¢vor v. Turnir sa n ¢vorova, Ty, je kompletan
graf K, kod koga su sve grane orijentisane. Cvor v turnira 7}, naziva
se kralj ukoliko iz v u svaki drugi ¢vor iz T, vodi orijentisan put duzine
najvise 2. Gornje tvrdjenje je pokazao H. Landau 1953. godine. Za dalje
upoznavanje sa ovom problematikom pogledati knjigu [12].

Pokazatemo da je ¢vor v, sa najveéim izlaznim stepenom kralj. Pret-
postavimo suprotno, da v nije kralj. Tada medju ¢vorovima iz kojih vodi
grana u v postoji ¢vor w takav da ne postoji nijedan orijentisan put duzine
11ili 2 koji vodi iz v u w. To znaci da grana vodi iz w u v. Ukoliko bi za
neki ¢vor u koji vodi grana iz v vazilo da iz njega vodi grana u w tada bi
postojao orijentisani put duzine 2 iz v u w, te stoga za sve ¢vorove u koji
vodi grana iz v (neka njih ima k) vazi da u njih vodi i grana iz w, §to sa
granom (w,v) (iz wu v) daje da za izlazni stepen ¢vora w vazi:

dw) > k+1>k=d(v),

§to je u suprotnosti sa polaznom pretpostavkom da je v ¢vor najveleg
izlaznog stepena. Dakle, v je kralj.

Napomena: Moze se pokazati i sledeée tvrdjenje: Za svakon >5in =3
postoji turnir 73, ¢iji su svi ¢vorovi kraljevi.

U tripartitnom grafu G = (V,E), V=V UWVKLUV;, NV, =V NV; =
VoNVsy =0, je |Vi| = |Va| = |V3| = n i svaki ¢vor iz V ima stepen bar
n+ 1. Dokazati da tada postoje tri ¢vora, po jedan iz Vi, Vo i V3 koji su
susedni.

Pretpostavimo suprotno. Neka je a ¢vor iz koga ide najvise grana, k,
u jednu particiju. Neka je a € Vi i neka iz njega ide k grana do V5.
Kako je a susedan sa n 4+ 1 ¢vorova iz V5 i V3, on je susedan sa ¢vorom
¢ € V5. Cvor ¢ je susedan sa najvise n — k évorova iz Vs (u suprotnom
bi a i ¢ imali zajednickog suseda iz V3), pa sledi da je on susedan sa bar
n+1—(n—k)==Fk+1 ¢vorova iz Vi, sto je kontradikcija.

Dokazati da svaki turnir sadrzi bar jednog kralja.
Videti zadatak 270.
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Koliko najvise évorova moZe imati 3-reqularan graf dijametra 27

Neka je ¢vor 1 spojen sa ¢vorovima 2, 3 i 4. Iz ¢vorova 2, 3 i 4 idu jos po
dve grane do ¢vorova 5,6; 7,8 1 9,10. Kada bi postojao jos jedan évor (11),
tada bi rastojanje ¢vora 1 i évora 11 bilo vece od 2, d(1,11) > 2. Dakle,
ima najvise 10 ¢vorova. Treba pokazati da je to mogu¢ slucaj. Primer je
dat na slici (proverom se lako vidi da su svi uslovi ispunjeni).

Koliko ima razapinjucih stabala kompletnog grafa K, ?

n"~2 — ovo je tvrdjenje Kejlijeve teoreme.

I nacin: Oznac¢imo ¢vorove u K, sa 1,2,...,n. Neka je T razapinjuce
stablo. U njemu postoje bar 2 lista. Prvi od listova koji se nalazi u nizu
1,2,...,n ozna¢imo sa aq, a sa by jedinog njegovog suseda. Udaljavanjem
iz stabla T ¢vora a; sa granom a1b; dobijamo stablo 77 sa n — 1 ¢vorem.
U njemu opet postoji list. Prvi od listova koji se nalazi u nizu 1,2,...,n
ozna¢imo sa as, a sa by jedinog njegovog suseda... Ovaj postupak ponav-
ljamo sve dok posle odbacivanja grane a,_2b,_2 ne ostane samo grana
an—1b,—1 koja spaja dva preostala ¢vora.

Na taj nacin smo svakom razapinjuéem stablu 7 na jednoznac¢an nacin
pridruzili (n—2)-torku (b1, ba, ..., b,—_2) i razli¢itim razapinjuéim stablima
odgovaraju dve razlicite (n — 2)-torke. Obrnutom konstrukcijom pokazu-
jemo da svakoj (n — 2)-torci (b1, ba,...,bn—2) (gde su b; neki od brojeva
1,2,...,n) odgovara jedno razapinjuce stablo: svi brojevi koji se ne jav-
ljaju u (n — 2)-torci (b1,ba,...,by—2) su listovi i najmanji od njih je a1
koji je spojen sa by i tako smo dobili granu a;b;. Analogno dobijamo i
ostale grane.

Time smo pokazali da je ova konstrukcija bijekcija izmedju broja razapi-
njuéih stabala i broja (n — 2)-torki (b1,ba,...,b,—2) (gde su b; neki od
brojeva 1,2, ...,n), kojih ima n"~2.

I nacin: Uocimo neki ¢vor u iz K,,. Ozna¢imo sa t(n, k) broj razapinjué¢ih
stabala u kojima taj ¢vor ima stepen k, d(u) = k. Tada je ocigledno

n—1
t(EK,) =Y t(n,k).
k=1

Nazovimo sveznjem par razapinju¢ih stabala A i B, takvih da je d4(u) =
k—11idpg(u) =k ida stabla imaju po n — 2 zajednicke grane, a one dve
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grane (jedna je uv) koje nisu zajednicke su incidentne sa istim ¢vorom
v # u i svih tih n grana ¢ini uniciklican graf sa konturom koja prolazi i
kroz u i kroz v.

U A je da(u) = k — 1. Graf B mozemo dobiti tako §to ¢vor u spojimo
sa proizvoljnim évorom v sa kojim nije susedan (v moZemo izabrati na
n — k nacina), a onda iz konture izbacimo granu vw iz v (vw # vu). Stoga
sveznjeva ima (n — k) - t(n, k — 1).

U B je dp(u) = k. Ako bi odstranili ¢vor v graf B bi se raspao na k
komponenti povezanosti: Bj,..., By (neka je v; € B; ¢vor koji je susedan
sa u1|Bg| =ng). Graf A mozemo dobiti tako §to odstranimo proizvoljnu
granu uv;, a zatim ¢vor v; sSpojimo sa proizvoljnim ¢vorom v iz neke druge
komponente povezanosti. Ovu operaciju mozemo izvrsiti na

n—1l-ni+n—1—-ngo+...4+n—1-ni =k-(n—1)—(n—1) = (k—1)(n—1)

nac¢ina. Stoga sveznjeva ima (k — 1)(n — 1) - t(n, k).
Dobili smo rekurentnu relaciju

n—k) -tin,k—=1)=(k—=1)(n—1) - t(n, k),

iz koje dobijamo

(n—k—-1)-tln,k) = k(n—1)-t(n,k+1),
m—k-=2)-tln,k+1) = (k+1)(n—-1)-t(n,k+2),
n—m=-1)-tth,n—-2) = (n—-2)n-1)-t(n,n—1).

Kako je t(n,n —1) = 1 (samo imamo zvezdu K1 ,—1) kada izmnozimo sve
ove jednakosti dobijamo (n — k — 1)! - t(n, k) = EZ:%:(n — 1)kl

odnosno

tln, k) = (n — 1)"—k-1 (n " x 1) = (n— 1)kt (Z B f)

Odatle dobijamo da razapinjuc¢ih stabala ima

x-S (78 Feer (17

k=1 =0

HE) =[n—1)+1"?=n""2

IIT nacin: Na osnovu teoreme o matricama i stablima (sa s = t = 1)
imamo da je broj razapinjuc¢ih stabala jednak sledec¢oj determinanti reda
n—1:

n—1 -1 -1 ... -1
-1 n-1 -1 ... -1
tK,) = -1 -1 n-1 ... —1

-1 -1 -1 ... n-1
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Ako prvoj vrsti dodamo preostale vrste dobijamo vrstu sa svim elementima
1. Zatim tu vrstu dodamo svim ostalim i dobijamo

1 1 1 ... 1
0n O ... O
0 0 n 0

n—2

t(Kn)

=n
00 0 ... n
Napomena: Ovo tvrdjenje se moze pokazati i pomocu zadatka 208.

Dokazati da graf sa n ¢vorova u kome nema konture duZine 8 ima najvise
[’2—2] grana.

Oznac¢imo sa m,, maksimalan broj grana. Prvo ¢emo pokazati matema-
tickom indukcijom sa korakom 2 da je m,, < {"72}

Baza indukcije: Zan=2in=3jems =1= 24—2] img=2= [%}

Indukcijska pretpostavka: Pretpostavimo da za n = k vazi my < [%2]

Indukcijski korak: U grafu sa n = k + 2 ¢vora posmatrajmo dva ¢vora
koji su susedni. Tada je svaki od ostalih k susedan sa najvise jednim od
ta dva, a po indukcijskoj pretpostavci grana sa krajevima u tih k£ ¢vorova

. . 2 . .
ima ne vise od [%}, tj. imamo

k2
Mo <1l4+k+mp<l+k+ {I]

Kako je n 4+ 1 ceo broj, vazi:

k2 k2
SRR 4 L

k2+ik+4} _ [UCZQ)Z]

Time smo na osnovu principa matematicke indukcije pokazali da m, <
[’2—2] vazi za svaki prirodan broj n.

Da bismo pokazali da se ova granica dostize sada ¢emo efektivno kon-
struisati graf sa n ¢vorova bez trougla u kome je m,, = [”TQ} Ovo ¢emo
posebno uraditi za parne i posebno za neparne brojeve.

1°n=2k: m, = [%} = k2. Lako se vidi da kompletan bipartitan graf

K}, 1 zadovoljava uslove.

2°n =2k+ 1. m, = {M] = k? + k. Lako se vidi da kompletan

bipartitan graf K11 5 zadovoljava uslove.

U turniru je skup évorova podeljen na dva skupa A i B, V. = AU B. Za
svaki ¢vor x € A postoje y,z € B, takvi da je xy,zx € E. Za svaki évor
x € B postojey, z € A, takvi da je vy, zx € E. Dokazati da postoje ¢vorovi
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ai,as € A bl,bz € B takvi da je a1b1,b2a1,a2b2,b1a2 e F.

Neka je a; ¢vor iz A iz koga vodi najvise grana u ¢vorove iz B (i neka su ti
¢vorovi ¢, ¢, ..., ¢k). Neka je by € B ¢vor iz koga vodi grana u a i neka
je aa € A ¢vor iz koga vodi grana u by (takvi ¢vorovi postoje na osnovu
uslova zadatka). Iz as ne vode grane u sve od ¢évorova ¢y, ¢a, . . ., Ck, jer bi
u tom slucaju iz as vodilo bar n+1 grana u B, dakle vise nego a1 ($to je u
suprotnosti sa izborom aq). Neka je by onaj évor od évorova ¢y, ca, ..., Ck
iz koga vodi grana u as. Tada za ¢vorove ai, as, by i by vazi tvrdjenje
zadatka.

Napomena: kod turnira je uobicajeno da ako je igra¢ a pobedio b, granu
izmedju ta dva ¢vora orijentiSemo tako da vodi od ¢vora a ka ¢vora b.

Postoji ukupno (g) = 20 troelementnih podskupova A i (2) = 15
¢etvoroelementnih podskupova A. Napravimo graf ¢iji su ¢vorovi svih
tih 35 skupova, a dva ¢vora su povezana granom akko je jedan od njih
pravi podskup drugog. Ocigledno, mogu da postoje grane samo izmedju
troelementnih i ¢etvoroelementnih ¢vorova. Ovaj graf je bipartitan. Za
svaki troelementni ¢vor, postoje tatno 3 ¢vora sa kojima je povezan, a za
svaki Cetvoroelementni ¢vor postoji tacno 4 ¢vora sa kojima je povezan
(ukupan broj grana je 60).

Dalje, uoc¢imo podgraf ovog grafa koji se dobija tako $to obrisemo nekih
9 troelementnih ¢évorova i sve grane koje su u njih ulazile. Ovaj graf
¢e odgovarati nasoj familiji skupova iz postavke zadatka. Preostalo nam
je 33 grane, a kako svaka grana povezuje neki troelementni ¢vor i neki
¢etvoroelementni ¢vor, znac¢i da je bar jedan od 15 Cetvoroelementnih
¢vorova povezan sa vise od dva troelementna ¢vora. To su trazeni troele-
mentni skupovi.

Koliko se nagvise granski disjunktnih razapinjuéih puteva moZze izdvojiti iz
kompletnog grafa K, ?

Svaki razapinjuéi put sadrzi n — 1 grana, a K,, ima
mora biti k-(n—1) < @, gde je k maksimalni broj granski disjunktnih
razapinjuéih puteva. Stoga je

@ grana. Stoga

< [2]

Jednakost se dostize. Za n = 8 to se vidi iz slede¢eg primera

Slican primer postoji za svako n.
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Neka u grafu G dijametra 2 bez trouglova svaka dva nesusedna ¢vora imaju
tacno 2 zajednicka suseda. Dokazati da je graf G regularan.

I nacin: Neka su ¢vorovi u i v susedni, i neka je Ng(u) = {v,u1,...,un}
skup suseda ¢vora u. Kako su u i v susedni, oni nemaju zajednickih suseda,
pa v nije susedan ni jednom ¢voru wu;. Znaci, za svako u;, ¢vorovi u; i v
imaju ta¢no dva zajednicka suseda. Neka su to u i v;. Iz v;=u; sledi da
susedni ¢vorovi v i u; imaju zajednickog suseda u;, §to je kontradikcija.
Iz v;=v; sledi da u i v; imaju tri zajednicka suseda (v, u; i u;), §to je
kontradikcija. Znaéi funkeija f : Ng(u) — Ng(v) definisana sa f(u;) = v;
i f(v)=wjel—1pavazid(u) <d(v). Zamenom uloga za u i v, potpuno
analogno, dobijamo da vazi i d(v) < d(u), odnosno d(u) = d(v).

Ako ¢évorovi w i v nisu susedni, onda oni imaju dva zajednicka suseda, w i
t. Posto su u i w, kao i w i v susedni, vazi d(u) = d(w) = d(v). Time smo
pokazali da svi ¢vorovi imaju jednak broj suseda.

II nac¢in: Neka je v proizvoljan ¢évor iz tog grafa, a vy, va, ..., v, svi njegovi
susedi. Cvorovi v; i v; nisu susedni (inace bi postojao trougao), te imaju
taéno 2 zajednicka suseda: v i v;;. Nikoja dva ¢vora v;; se ne poklapaju
(inace bi v 1 v;;, koji nisu susedni zbog trouglova, imali bar 3 zajednicka
suseda). Cvorovi v,v1, ..., U012, . . . ,Up—1,» SU svi Evorovi grafa G, jer su
v; svi Evorovi u G koji nisu susedni sa v, te je ukupan broj ¢vorova u tom
grafu

-1
n=1—|—7‘+7r(r2 )

, odakle je r? +7 — (2n —2) = 0.

Odatle dobijamo r = —% + ,/% + 2n — 2. Vrednost r < 0 otpada, pa je

r= 7”3”27771. Kako je n konstantno, to je i r konstantno. S obzirom da
je v proizvoljno odabrani ¢vor grafa G, zaklju¢ujemo da svi ¢vorovi imaju
isti broj suseda, tj. graf je r-regularan.

Dat je graf sa skupom cévorova V= {v;; | 1 <i<m,1 < j <n} ukome su
CVOTOVE Vap i Veq susedni akko je ((a—c)?+ (b—d)? = 1. Koliko najmangje
grana ma povezan podgraf ovog grafa?

Najmanji povezan graf sa mn ¢vorova je stablo i ono ima mn — 1 granu.

Dokazati da ne postoji turnir sa n > 7 ¢vorova u kome za svaka dva ¢vora
T 1y postoji tacno jedan cvor z takav da grana vodi i iz x 1 iz y u 2z i tacno
jedan ¢vor w takav da grana vodi i uw x i u Yy iz w.

Neka je V = {aj,as,...,a,} skup évorova, a F skup orijentisanih grana
turnira. Oznac¢imo sa By skup svih ¢vorova u koje vodi grana iz ay, tj.
B = {a; | ara; € E}, a sa Cy skup svih ¢&vorova iz kojih vodi grana
u ak, tj. Cx = {a; | a;ar € E}. Ako za neko ¢ vazi a; € By, onda iz
uslova zadatka sledi da postoji ta¢no jedan ¢vor a; takav da je aja; € E i
ajar, € E, pa za taj grad a; vazi a; € Ci. Stoga je |Bg| < |Cg|. Analogno,
koriséenjem drugog uslova dobijamo da je |Ck| < |Bg|. Prema tome, za
svako k € {1,2,...,n} vazi |Bg| = |Cy| = r, pri ¢emu je n neparan broj,
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n = 2r + 1. Oznac¢imo sa
Sk =1{(i,7) | i <j,ara; € E,axa; € E}.

Iz poslednjeg uslova sledi da za svaki par (i,5), ¢ < j, postoji taéno
jedan broj k € {1,2,...,n}, takav da vazi (¢,j) € Sk. Stoga su skupovi
S1,89,...,59.4+1 disjunktni i njihova unija je ceo skup E. Iz |Bg| = r
dobijamo da je |Sk| = (;) za svako k. Na osnovu svega ovog dobijamo

2r+1
(’"2 >:|E:|51|+|52|+...+|52r+1|=(2T+1)(;>~

Iz ove jednakosti dobijamo r = 3, tj. n = 7, §to je isklju¢eno postavkom
zadatka.

Napomena: Moze se konstruisati turnir sa 7 gradova koji zadovoljava
uslove zadatka.

U bipartitnom grafu G = (V, E), V =V1UVy, ViNVe =0, je |[Vi| = 1985 4
svaki ¢vor iz Vi ima stepen d < 5. Ako medju svaka tri ¢vora iz Vq postoje
dva na rastojanju 2, dokazati da postoji ¢vor w iz Va stepena d(w) > 200.
Razmotri¢éemo sledeca dva slucaja.

1° Svaka dva ¢évora iz V; imaju zajednickog suseda iz V5. Proizvoljan ¢vor
a ima zajednickog suseda sa svakim od preostalih 1984 ¢vorova i to je neki
od (najvise) 5 suseda ¢vora a. Stoga postoji ¢vor iz w € V; koji je stepena
[£524] > 200.

2° Postoje ¢vorovi a i b koji nemaju zajednickog suseda iz V. Tada svaki
od preostalih 1983 ¢vorova ima zajednickog suseda sa a ili sa b (moguce
je i sa oba). Prema tome, bar [12¥3] = 992 évora ima zajednickog suseda
sa jednim od a ili b, recimo a. To znaci da postoji ¢vor w € V5 koji je
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susedan sa a i sa bar jos [%=] = 199 ¢vorova iz V).

Naéi nagmangi graf G dijametra 2 bez trouglova sa n > 4 ¢vorova u kome
svaka dva nesusedna ¢vora imaju tacno 2 zajednicka suseda.

Neka je v proizvoljan ¢vor grafa G, i neka je Ng(v) = {w1,ws,...,wp}
skup suseda ¢vora v, a Ng(v) = {ug,uz,...,us} skup svih ¢vorova koji
nisu susedni sa v. Postoji bijekcija izmedju skupa Ng(v) i skupa svih
uredjenih parova (w;,w;), gde je 1 < 4,5 < p, i # j. Kako nikoja dva
¢vora iz Ng(v) ne mogu biti susedni (jer bi ¢inili trougao sa v), to su i w;
i w; nesusedni, pa prema uslovu zadatka imaju taéno 2 zajednicka suseda
vit. Cvor t nije susedan sa v (inace bi imali trouglove vw;t i vw;t) pa je
te Né('l))

Obrnuto, ako ¢ ne poznaje v, tada po uslovu zadatka postoje tacno dva
¢vora v; 1 v; koji su zajednicki susedi od ¢ i v. Par (v;, v;) korespondiramo
¢voru t (¢ak mozemo ¢ oznaciti sa t = v;;). Ova korespodencija je i injek-
tivna (veé smo pokazali surjektivnost). Zaista ako su (vi,v;) i (vk,vr)
razli¢iti parovi koji korespondiraju istom ¢voru t koji nije susedan sa
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¢vorom v, tada medju évorovima v;, v;, v, v; postoje najmanje 3 razlicita
zajednicka suseda ¢vorova v i t, §to je nemogucée. Na osnovu prethodno
recenog zaklju¢ujemo da je

-1 -1
q:% i prema tome n:%erJrl.

Dakle, p> +p —2(n — 1) = 0 i ta jedna¢ina ima ta¢no jedno pozitivno
resenje. Prema tome, broj p je isti za sve ¢vorove datog grafa, tj. G je
regularan. (Do ovog rezultata smo mogli doéi isto kao u II nacinu za
resavanje zadatka 279) Dalje dobijamo:

akoje p=1, ondaje n=2;

akoje p=2, ondaje n=4

akoje p=3, ondaje n=T,;

akoje p=4, ondaje n=11;
akoje p=05, ondaje n=16; itd.

Razmotrimo slucaj p > 3. Sledi da postoje dva ¢vora wi i wo koji nisu
susedni. Na osnovu uslova zadatka postoje tacno dva ¢vora uq i us koji
su zajednicki susedi ¢vorova wy 1 wo. Imamo sledeéi graf:

Uy U2

Iz svakog ¢vora ide jos (p — 2) ivica grafa. Dakle, graf G ima najmanje
4(p — 2) + 4 = 4p — 4 grana. Dalje dobijamo da je n > 4p — 4, §to ne vazi
zap=31ip=4. Sluéaj p =5 (tj. n = 16) ima konkretnu realizaciju:
Neka su évorovi {v, vy, va, ..., U5, V12, V13, - - ., V45 1 neka su susedni slededi
¢évorovi:

viv;, 1 <1 <5

v; 1 v45, odnosno v; i v, 1 <@ < j <5

vijiog, 1 <i<j<51<i<j<5, {i,j}n{k,l} =0. Ovaj graf
zadovoljava uslove zadatka.
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U kompletnom grafu Ky7 sve grane su obojene jednom od tri date boje.
Dokazati da postoji jednobojna kontura duzine 3.

Odaberimo proizvoljan ¢vor v iz Ki7. Iz njega vodi 16 grana koje su
obojene u 3 boje, te stoga, po Dirihleovom principu, postoji bar 6 ¢vorova
iz K17 koji su sa v spojeni granama iste boje, npr. zute. Ako izmedju tih 6
¢vorova postoji neka zuta grana dobili smo trazeni trougao. U suprotnom
su sve grane izmedju ovih 6 ¢vorova obojene drugim dvema bojama i to
je sada problem zadatka 261.a). Kako i u tom sluc¢aju postoji ili plavi ili
crveni trougao, dobili smo da uvek postoji trougao ¢ije su grane obojene
istom bojom.

Numerisa¢emo ivice grafa na sledeéi nac¢in. Neka je vy proizvoljno teme
grafa. Proizvoljnu ivicu ¢iji je kraj vy numerisimo brojem 1. Neka je
drugi kraj te ivice teme v;. Ako iz v; polazi jos neka ivica njoj dodelimo
broj 2 (njen drugi kraj je novo teme vs). Ako iz vy polazi jos neka ivica
njoj dodelimo broj 3 (njen drugi kraj je novo teme vz). Ovako nastavl-
jamo numerisanje ivica grafa sve dok je to moguée. Ako nisu sve ivice
numerisane, onda iz nekog temena na putu koji se sastoji od numerisanih
ivica polazi bar jedna ivica koja nije numerisana (u protivnom graf ne bi
bio povezan). Proizvoljnu takvu ivicu numeriSemo najmanjim prirodnim
brojem koji prethodno nije upotrebljen, a zatim nastavimo numerisanje
kao ranije sve dok je to moguce. Ovim postupkom ¢emo numerisati sve
ivice grafa.

Dokazimo da ovo numerisanje ispunjava uslove zadatka. Neka je v
proizvoljan ¢vor grafa stepena veéeg od 1. Ako je v = vg onda je jedna
ivica iz v numerisana brojem 1, pa je i odgovarajuéi NZD jednak 1. Ako
je v # vy, onda uo¢imo onu od ivica sa krajem v koja je numerisana naj-
manjim prirodnim brojem, k. Iz postupka numerisanja sledi da je i jedna
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ivica sa krajem v numerisana i brojem k + 1. Kako je NZD(k,k+1) =1,
to je i odgovarajuéi NZD jednak 1. Time smo pokazali da za svaki vrh v
grafa stepena veceg od 1 vazi: NZD svih brojeva, kojima su numerisane
ivice ¢iji je jedan vrh v, jednak je 1.

Nacéi najmanju vrednost n, takvu da pri proizvoljnom bojenju n grana kom-
pletnog grafa Ko plavom ili crvenom bojom postoji trougao (kontura duZine
3) koja je obojena istom bojom.

I nacin: Najmanji broj n koji zadovoljava uslov zadatka je n = 33.

Neka su obojene 33 grane, tj. neka samo 3 nisu. Mozemo odabrati 3 ¢vora
tako da svaka od neobojenih grana ima bar jedan od krajeva u jednom od
izabranih ¢vorova. To znaci da su svaka 2 od preostalih 6 ¢vorova povezani
obojenom granom. Prema zadatku 261.a), medju tih 6 ¢vorova postoje 3
koja su povezani istobojnim granama.

Sledeéa slika pokazuje da se mogu obojiti 32 duzi tako da stranice nijednog
trougla ne budu obojene istom bojom. (Pune linije predstavljaju crvene
duzi, a isprekidane plave).

II nacin: Koristicemo dve poznate teoreme iz teorije grafova:

Remzijeva teorema. Neka su k i [ prirodni brojevi. Postoji prirodan broj
n koji ima sledece svojstvo: ako su grane kompletnog grafa K, obojene
plavom i crvenom bojom, onda postoji podgraf K ¢ije su grane obojene
plavom bojom, ili postoji podgraf K; ¢ije su grane obojene crvenom bojom.
Najmanji prirodan broj koji ima dato svojstvo obelezavamo sa r(k,1).

Turanova teorema. Neka graf G ima n ¢vorova i m grana.
a) Ako G ne sadrzi podgraf K} onda je

e ()13 )
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gde je g koli¢nik, a r ostatak koji se dobija prilikom deljenja broja n brojem

k—1.
e () A1) ()

b) Ako je

onda G ne sadrzi podgraf Kj ako i samo ako njegov komplement ima
k — 1 komponentu, od kojih su njih r kompletni grafovi reda ¢+ 1, dok su
preostalih £ — 1 — r kompletni grafovi reda gq.

Uvedimo oznaku t(n, k) = (%) fr(q‘gl) —(k—1-7)(4). Pomocu prethodne
dve teoreme mozemo izvesti slede¢u teoremu koja je uopstenje tvrdjenja

zadatka:

Teorema. Neka su n, k il prirodni brojevi, takvi da je t(n,r(k,l)) < (g)
Ako je u grafu K, obojeno t(n,r(k,1))+1 grana plavom ili crvenom bojom,
onda postoji podgraf Kj Cije su grane obojene plavom bojom, ili postoji
podgraf K; Cije su grane obojene crvenom bojom. Postoji takvo bojenje
t(n,r(k,l)) grana grafa K, plavom i crvenom bojom takvo da nijednom
podgrafu Kj nisu sve grane obojene plavom bojom i nijednom podgrafu

K nisu sve grane obojene crvenom bojom.

Dokaz. Neka je t(n,r(k,1)) + 1 grana grafa K,, obojeno plavom i crvenom
bojom. Prema Turanovoj teoremi postoji kompletan graf reda r(k,1) ¢ije
su sve grane obojene. Prema Remzijevoj teoremi taj podgraf ima podgraf
K. cije su grane obojene plavom bojom, ili postoji podgraf K; ¢ije su
grane obojene crvenom bojom. Time je dokazan prvi deo teoreme.

Neka su grane grafa K, ;)—; obojene plavom i crvenom bojom, tako da
nijedan podgraf K nema sve grane obojene plavom i da nijedan podgraf
K nema sve grane obojene crvenom bojom. Cvorove ovog grafa oznacimo
sav; (j=1,2,...,7(k,1) — 1), a sa ¢;; granu koju spaja ¢vorove v; i v;.
Neka su g i r koli¢cnik i ostatak koji se dobijaju prilikom deljenja broja
n brojem r(k,l) — 1. Skup ¢évorova grafa K, razlozimo na r(k,l) — 1
podskupova V;, tako da r od njih sadrze po q + 1 ¢évor, a da preostalih
r(k,1)—1—r sadrze po q ¢vorova. Grane koje povezuju ¢vorove iz skupova
ViiVj, 1 <4,5 <r(kl) —1, obojimo bojom grane e;; grafa K, ;1.
Lako je pokazati da ¢e na taj nacin biti obojeno ¢(n,r(k,l)) grana grafa
K, a da pri tom ne postoji podgraf K} ¢ije su sve grane obojene plavom
bojom i ne postoji podgraf K; ¢ije su sve grane obojene crvenom bojom.
Time je dokaz teoreme kompletiran.

Na osnovu prethodne teoreme dobijamo da je trazeni broj jednak

#9,7(3,3)) +1 = £(9,6) +1 = @) 4<1;1> (614)<;)+133.

Jednakost r(3,3) = 6 je pokazana u zadatku 261.a).
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